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1. Tranziens káosz és káoszkontroll a Föld-Hold 




A múlt század végén kezdődött el az a folyamat, amikor az űrkutatók és mérnökök az 
űrhajók mozgatásához és pályántartásához a dinamikai rendszerek elméletében 
megismert sokaságképpel, az úgynevezett "űrsokaságok dinamikájával" (Space 
Manifold Dynamics: SMD) kezdtek el foglalkozni. Az első ilyen módszert egy Földről 
indított űreszköznek a Hold körüli pályára állítására Belbruno (1987) publikálta. 
Meghatározta a Föld-Hold rendszer fázisterében a gyenge stabilitási határt (Weak 
Stability Boundary: WSB), amin belül lehetséges egy űreszköz Hold körüli pályára 
állítása üzemanyag felhasználása nélkül. E módszer nagy lépést jelentett az alacsony 
hajtóanyagigényű pályák meghatározásának irányába. Az effajta új dinamikai 
megközelítés igen hasznosnak bizonyult az űrkutatásban, főleg a pályaszámításoknál. 
 Az égi mechanika leggyakrabban vizsgált modellje a korlátozott háromtest-
probléma (K3TP), ami az egymás gravitációs terében közös tömegközéppontjuk körül 
keringő, nagy tömegű két égitestből (például a Nap és egyik bolygója, vagy az általam 
vizsgált esetben a Föld és a Hold), és egy elhanyagolható tömegű részecskéből (a 
továbbiakban részecske, űrhajó, űreszköz, műhold) áll. 
 A K3TP-ban öt egyensúlyi pont van, ahol a részecskére ható gravitációs erők 
eredője biztosítja a részecske pályántartásához szükséges centripetális erőt (vagy 
együttforgó koordináta-rendszerben a gravitációs erők eredője egyensúlyozza ki a 
részecskére ható centrifugális erőt): ezek az úgynevezett Lagrange-pontok, amelyeket 
L1-től L5-ig jelölik. A Leonhard Euler (1707-1783) svájci matematikus-fizikus által 
fölfedezett, a keringés során mindig a két nagy tömegű égitestet összekötő egyenesen 
lévő (kollineáris) L1, L2 és L3 pontok lineárisan instabilak, vagyis egy beléjük 
helyezett részecskét tetszőlegesen kis mértékben kimozdítva, az exponenciálisan 
eltávolodik onnan. A Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) olasz-francia matematikus-
fizikus által 1772-ben fölfedezett (trianguláris) L4 és L5 pont lineárisan stabil (vagyis 
egy beléjük helyezett részecskét kis mértékben kimozdítva, az e pontok közelében 
maradva körözget, librál), amennyiben a két nagy tömegű test  
Q = mkisebb/(mkisebb + mnagyobb) tömegaránya kisebb, mint Q* = 0.03852 (Érdi 2001). E 
feltételnek a Nap-Föld és a Föld-Hold (melynél Q = 0.012195) rendszer is megfelel a 
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Naprendszer összes más Nap-bolygó-párosával együtt. Habár az L1, L2 és L3 
kollineáris pontokat Euler fedezte föl, méltánytalanul ezeket is Lagrange-pontoknak 
nevezi a szakirodalom (1.1. ábra). 
 Naprendszerünkben a csillagászok sok kis égitestet találtak a bolygók és a Nap 
trianguláris Lagrange-pontjai körül. A legismertebbek a görög és trójai kisbolygók a 
Nap-Jupiter rendszer L4 és L5 pontjai környékén (Schwarz & Dvorak 2012, Érdi et al. 
2013, Schwarz et al. 2015). Ugyancsak találtak kisbolygókat a Nap-Neptun (Sheppard 
& Trujillo 2006) és a Nap-Mars (Christou 2017) rendszerek L4 és L5 pontjai körül, és 
2010-ben a NASA (National Aeronautics and Space Administration: Nemzeti 
Repülési és Űrhajózási Hivatal) WISE (Wide-field Infrared Survey Explorer: Széles 
Látószögű Infravörös Felmérő Felfedező Műhold) távcsöve fedezte föl az első trójai 
aszteroidát (2010 TK7) a Nap-Föld rendszer L4 Lagrange-pontja közelében (John et 
al. 2015). 
 
1.1. ábra: Közös tömegközéppontjuk körül keringő N nagyobb és K kisebb égitest 
kollineáris L1, L2 és L3, valamint trianguláris L4 és L5 Lagrange-pontjainak 
elhelyezkedése a keringés síkjában. 
 
Mivel az L4 és L5 pontok lineárisan stabilak, ezért kiválóan alkalmasak lennének a 
műholdak számára, hogy minimális üzemanyagfelhasználással pályán tartsák őket. E 
pontok arra is kiaknázhatók lennének, hogy csillagászati megfigyeléseket végző 
űrtávcsöveket vagy űrállomásokat helyezzenek el bennük (Schutz 1977). Ráadásul a 
nagy űrügynökségek részéről megnőtt az érdeklődés a Lagrange-pontok benépesítse 
iránt, és de Fillipi (1978) újra elővette O’Neill (1974) ötletét, hogy az L4 és L5 
pontokban űrkolóniákat hozzanak létre. Ezen űrállomások átszállóhelyek lehetnének a 
Föld és Hold közötti térbe és az onnét induló utazásokhoz. Mindezek ellenére jelenleg 
nincs műhold vagy űrállomás az L4 és L5 pontok környékén, semelyik Nap-bolygó- 
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vagy bolygó-hold-páros esetében. Salazar és munkatársai (2012) javasoltak egy 
alternatív stratégiát arra, hogy egy űrhajót a Föld-Hold rendszer L5 pontja körüli 
periodikus pályáról indítva az L4 és L5 pont körüli stabil pályára állítsanak, de a 
kutatók többsége mégsem foglalkozik a Föld-Hold rendszer trianguláris Lagrange-
pontjaival, mert lineáris stabilitásukat egy harmadik nagy tömegű test, a Nap 
gravitációjának perturbáló hatása elronthatja. A Nap-Föld-Hold-részecske korlátozott 
négytest-probléma (K4TP) modelljét számítógépes szimulációimmal (Slíz et al. 2015, 
2017) vizsgálva azonban bebizonyosodott, hogy rövidebb-hosszabb ideig ekkor is 
lehetségesek korlátos, nem-elszökő mozgások e trianguláris Lagrange-pontok 
környezetében. 
 Az új SMD módszerek segítségével – elsősorban a kollineáris Lagrange-
pontok (L1, L2, L3) körül történő librációs mozgásokból adódó lehetőségeket 
kihasználva – új optimális pályántartási manővereket és alacsony üzemanyagigényű 
Hold körüli és bolygóközi pályákat dolgoztak ki (Perozzi & Ferraz-Mello 2010). 
 A 3. Nemzetközi Nap-Föld Kutató ISEE-3 (International Sun-Earth Explorer-
3) űrszondát 1978. augusztus 12-én lőtték fel a Nap-Föld rendszer L1 Lagrange-
pontjába. Ez volt az első szonda, amit az L1 pontba küldtek, bebizonyítva, hogy 
lehetséges a gravitációs tér ilyen jellegű kihasználása. Az ISEE-3-t a SOHO (Solar 
and Heliospheric Observatory: Napfigyelő műhold) követte 1995. december 2-án 
(Dunham & Farquhar 2003). Az SMD megközelítést a SOHO-nál alkalmazták először 
(Gómez et al. 2001). A SOHO-t azzal a feladattal küldték az L1-be, hogy 
tanulmányozza a Nap-Föld kölcsönhatásokat, először vizsgálva azt a jelenséget, amit 
ma "űridőjárásként" emlegetünk. E sikerek eredményeképpen a Lagrange-pontokban 
rejlő lehetőségek fölkeltették a tudományos világ érdeklődését, és arra ösztönözték a 
kutatókat, hogy új módszereket találjanak a következő, egyre nagyobb reményekkel 
útra bocsátott űrmissziók, a MAP (Microwave Anisotropy Probe: Mikrohullámú 
Anizotrópia Szonda) (Bennett 1996) és a Genesis űrszonda (Howell et al. 1998), 
valamint a Herschel-Planck űrtávcső (Rosa et al. 2005) megtervezéséhez, amelyeket 
már valóban az űrsokaságok dinamikájának valamelyik módszerével terveztek meg 
(Belbruno 2010, Belló et al. 2010). 
 A Nap-Föld rendszer L2 pontja korábban a WMAP (Wilkinson Microwave 
Anisotropy Probe: Wilkinson Mikrohullámú Anizotrópia Szonda) műhold számára 
nyújtott állomáshelyet, jelenleg a Planck műhold van ott, a jövőben pedig a James 
Webb űrtávcső fog odakerülni. Az L2 pont ideális csillagászati megfigyelőhely, mert 
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elég közel van a Földhöz, hogy az oda helyezett űreszközzel kommunikálni lehessen. 
A Nap, Föld és Hold is a műhold mögött van, így hasznosíthatja a napenergiát, és 
megfelelő árnyékolás mellett a távcső számára kiváló lehetőséget nyújt a mélyég-
objektumok tanulmányozására. Az L1 és L2 pontok körülbelül 23 napos időskálán 
instabilak, ami folyamatos megfigyelés mellett lehetővé teszi a műholdak pályájának 
korrigálását. 
 Az L3 pont hasznosítása nem lehetséges, mert mindig alsó kulminációban van 
a Nappal. Az L3 pontban megbújó titokzatos "X-bolygó" népszerű és visszatérő 
témája a tudományos-fantasztikus irodalomnak. Az L3 pont és a föltételezett "X-
bolygó" pályájának 150 éves időskálán való instabilitása nem jelentett akadályt 
Hollywood számára, hogy "Az X-bolygóról érkezett ember" (The Man From Planet 
X) és hasonló című filmeket készítsen. 
 Az öt Lagrange-ponton kívül lehetségesek további stabil vagy instabil 
egyensúlyi helyek is. A négytest-problémára centrális konfiguráció esetén a 
közelmúltban újabb egyensúlyi helyeket talált analitikusan Érdi és Czirják (2016). 
 Értekezésem ezen 1. fejezetében először megmutatom, hogy a Föld-Hold 
rendszer L5 pontja körüli tartományban egy részecske mozgása átmenetileg 
(tranziensen) kaotikus, majd egy olyan káoszkontroll módszert mutatok be, amivel 
egy űreszközt az L5 pont körüli pályán lehet tartani, illetve célba lehet juttatni. 
 
1.2. Az alkalmazott modell 
 
Dolgozatom első fejezetében kétféle modellt vizsgáltam: a valós síkbeli korlátozott 
háromtest-problémát (K3TP) (Érdi 2001, Szebehely 1967), és a valós síkbeli 
korlátozott négytest-problémát (K4TP). Valós alatt azt értem, hogy a 
mozgásegyenletek kezdőfeltételeit és a bennük szereplő paramétereket a NASA JPL 
(Jet Propulsion Laboratory: Sugárhajtómű Laboratórium) adatbázisából 
(http://ssd.jpl.nasa.gov/horizons.cgi) vettem JD (Julián Dátum) = 2455999.5 (2012. 
március 13., 00:00 Universal Time) epochára, geocentrikus derékszögű ekliptikai 
koordináta-rendszerben. A mozgásegyenleteket dimenziótlanítottam, a hosszegység 
400 000 km, az időegység pedig 1 nap volt. Runge-Kutta-Fehlberg 7(8) integrátort 
(Fehlberg 1968) alkalmaztam, ahol az aktuális lépés hosszát az előre definiált 
        megengedett relatív hiba határozta meg. Mivel a Föld-Hold rendszer 
Lagrange-pontjait vizsgáltam, a jobb érthetőség és áttekinthetőség kedvéért 
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geocentrikus modellt használtam. Koordináta-transzformációval oldottam meg, hogy 
az eredetileg inerciarendszerben felírt mozgásegyenleteket áttegyem geocentrikus 
rendszerbe (1.2. ábra). 
 Mivel síkbeli modellt vizsgáltam, ezért a Nap és Hold NASA-JPL-
adatbázisból vett kiindulási helyeinek és kezdősebességeinek ekliptikára vett vetületét 
vettem figyelembe. Az L5 pont kiindulási helyét és kezdősebességét a Holdnak a Föld 
körüli 60
o
-os elforgatásával kaptam. 
 A részecske tömege a számításaimban nem nulla, hanem 1 kg volt, hogy majd 
nagyságrendi becslést is adhassak a mozgatásához szükséges energiára. Hogy 
megvizsgálhassam a részecske mozgásának és szökésének dinamikáját, nagy számú 
(9·10
4
 ≤ N0 ≤ 10
6
) részecskét indítottam az L5 pont körüli, részecskékkel egyenletesen 
feltöltött, téglalap alakú kiindulási F tartományból (1.2. ábra). A részecskék vx0 és vy0 
kezdősebessége minden esetben megegyezett az L5 pontéval. Az F tartomány mérete 
nem volt azonos minden szimulációban, ezért az elkövetkezőkben mindig fel fogom 




1.2. ábra: A földközéppontú síkbeli rendszer konfigurációja. A Hold és a Lagrange-
pontok helyzete méretarányos, a Nap irányát nyíl jelöli. A kezdeti értékeket a 
szaggatott téglalap által jelölt F tartományból vettem. A hosszmértékek 
dimenziótlanítottak, a hosszegység 400 000 km. A Holdnak a Földtől vett névleges 
távolsága így r1 = 1. A szaggatott vonallal a Föld köré rajzolt           





Az L4 és L5 pont a két nagy tömegű égitesttel együtt egy-egy egyenlő oldalú 
háromszöget képez a pálya síkjában (1.1. és 1.2. ábra). Az L4 pont a pályán a kisebbik 
égitest (a Hold) előtt, míg az L5 pont mögötte halad. 
 
1.1. táblázat: A Nap, a Hold és a Föld-Hold rendszer L5 pontja kezdeti hely- és 
sebességkoordinátáinak a NASA-JPL-adatbázisból vett (t0 = JD (Julián dátum) 
epocha = 2455999.5 = 2012. március 13., 00:00 Universal Times) értékei 
geocentrikus ekliptikai derékszögű koordináta-rendszerben. 
 
 Nap Hold Föld-Hold L5 
x0 368.6664402656887 -0.516616662989627 -0.914182010744369 
y0 -47.6008368689351 -0.757337690538242 0.068734308898239 
vx0 0.930685745129324 0.18538272476731 -0.025273321867424 
vy0 6.403989166434402 -0.136213884414460 -0.228653091278500 
 
1.3. Tranziens káosz 
 
Dolgozatom ezen fejezetében a Föld-Hold rendszer kétdimenziós geocentrikus 
modellje L5 pontjának környezetét vizsgálom sokaságokat alkalmazva, a kaotikus 
dinamika módszereivel. A tranziens (azaz átmeneti, de mivel a magyar szaknyelvben 
a tranziens jelző terjedt el, ezért a továbbiakban én is ezt használom) káosz fogalma és 
jellemzői (szökési ráta, benntartózkodási idő, kaotikus nyereghalmaz, satöbbi) nélkül 
nehéz magyarázatot adni bizonyos jelenségekre (például a befektetett energia 
nagyságára, vagy a mozgás stabilizálására), ezért először ebből a szempontból 
vizsgáltam meg az L5 pont környezetét. 
 A véges idejű (tranziensen) kaotikus viselkedés általánosan ismert jelenség 
mind az egyszerű, mind az összetett dinamikai rendszerekben. A hamiltoni 
rendszerekben a tranziens káosz kaotikus szórásként vagy visszaszórásként lép fel 
(Bleher et al. 1990), amit úgy is felfoghatunk, mint egy tartományból való szökést 
vagy egy tartományba történő befogást. A véges idejű kaotikus mozgás akkor alakul 
ki, amikor a részecske kapcsolatba kerül a szórócentrummal, majd elhagyja a 
rendszert. A tartományból való távozás után a rendezetlen mozgás megszűnhet. Az 
egyszerű dinamikai rendszerekből való szökést már 25 éve intenzíven kutatják (Ott 
1993, Contopoulos 2004, Gaspard 2005, Lai & Tél 2011). 
 A kaotikus viselkedés az instabil periodikus pályák (amelyek egy-egy 
hiperbolikus fixpontban alakulnak ki) fázistérbeli stabil és instabil sokaságaihoz 
kötődik. Egy kaotikus halmaz (disszipatív esetben kaotikus attraktor vagy véges idejű, 
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azaz tranziens káosz esetében és konzervatív esetben kaotikus nyereghalmaz) 
végtelen sok hiperbolikus fixpontot tartalmaz, amelyeknek az instabil és stabil 
sokaságai között bolyong a kaotikus mozgás. Ugyanazon hiperbolikus fixpont stabil 
és instabil sokaságának metszéspontjai az úgynevezett homoklinikus pontok, míg 
különböző fixpontok stabil és instabil sokaságainak metszéspontjai a heteroklinikus 
pontok. A kaotikus bolyongás a homo- és heteroklinikus pontokon keresztül valósul 
meg (Tél & Gruiz 2006, Kovács 2009). 
 Égi mechanikai modellem egy konzervatív rendszer, aminek fázisterében 
létezik egy fraktálszerkezetű tartomány (1.6. ábra), amely tartalmazza a hiperbolikus 
fixpontok stabil és instabil sokaságainak heteroklinikus és homoklinikus 
metszéspontjait csakúgy, mint magukat az instabil periodikus pályákat. E 
fraktálszerkezet felelős a véges idejű kaotikus viselkedésért. E fraktálszerkezetű 
tartomány a kaotikus nyereg, amely elnevezés a tartomány nem-vonzó jellegét jelöli. 
 A szökés dinamikájáról szóló nagyszámú tanulmány mutatja a téma 
jelentőségét a dinamikus csillagászatban. Kezdve a legegyszerűbb rendszerekkel, mint 
a K3TP Hill-féle megközelítése (Simó & Stuchi 2000) vagy a Sitnikov-probléma 
(Kovács & Érdi 2009), az összetett dinamikai rendszereken, azaz háromdimenziós 
modelleken vagy küllős spirálgalaxisok modelljein keresztül (Contopoulos & 
Harsoula 2013, Jung & Zotos 2015, Maffione et al. 2015) a nyílthalmazokig (Ernst et 
al. 2015), mindenütt találkozhatunk tranziensen kaotikus mozgások vizsgálatával. 
Mind a numerikus szimulációk, mind az analitikus számítások kimutatták az instabil 
periodikus pályák stabil és instabil sokaságainak a szökés és befogás folyamatában 
tanúsított meghatározó szerepét (Ashtakov et al. 2004, Branicki & Wiggins 2010, 
Efthymiopoulos 2012, Harsoula et al. 2015). Az instabil periodikus pályák és 
sokaságaik számítása során kétfajta megközelítést alkalmaznak általánosan: az egyik 
az úgynevezett hiperbolikus egyensúlyi pontok környezete normálalakjainak (Moser 
1958), a másik pedig a normált hiperbolikus invariáns sokaságoknak a módszere, 
mely utóbbit Fenichel (1979) vezetett be, azonban a kaotikus nyereg numerikusan is 
előállítható az instabil és stabil sokaságok metszeteként (Tél & Gruiz 2006). 
 Egyelőre a kutatók figyelme főleg a kollineáris L1, L2 és L3 Lagrange-pontok 
felé irányul azok instabil természete (Celletti & Giorgili 1990) és Földhöz való 
közelsége (L1, L2) miatt. Ugyanakkor kimutatható, hogy a lineárisan stabil librációs 
pontok (mint például a korlátozott háromtest-problémában az L4 és L5 pontok) 
környezetében a szökés és befogás folyamatát a kaotikus nyereg stabil sokasága 
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határozza meg (Slíz et al. 2015, 2017), ami a stabil periodikus pályák körül a 
fázistérben összefüggő szigeteket (a továbbiakban stabil szigetek, amelyek ugyan nem 
stabilak a szó klasszikus értelmében, de az onnét induló pályák adott ideig a 
rendszerben maradnak) foglal magába. Ez az a területe a fázistérnek, ahol a nyereg és 
a felbomlott tóruszok "kövér" fraktálszerkezetet mutatnak, és ami felelős az 
úgynevezett ragadósság jelenségéért, amely a hamiltoni szökési dinamika egyik 
alapvető jelensége (Contopoulos & Harsoula 2008, Tél & Lai 2008). 
 A részecskéket a Föld-Hold rendszer korlátozott háromtest-problémájában 
(K3TP) az L5 Lagrange-pont közeléből indítottam, majd megvizsgáltam a mozgásuk 
rövidtávú és hosszútávú dinamikáját egy harmadik nagy tömeg, a Nap jelenlétében is 
(korlátozott négytest-probléma, K4TP). Mint már korábbról is ismert volt (Sándor et 
al. 2001, Freistetter 2006, Érdi et al. 2007, 2009, Schwarz et al. 2009), a trianguláris 
Lagrange-pontok körüli stabil szigetek mérete és helye több tényező függvénye, mint 
például az energia, tömeg, a pálya excentricitása és térbeli helye, valamint a Lagrange 
pont körüli libráció frekvenciái közötti rezonancia. 
 A részecskét az L5 pont környezetéből indítva, a K4TP-ban nincs rá garancia, 
hogy a részecskepálya hosszabb ideig stabil lesz, vagy a részecske egy adott 
tartományban marad, ami a hamiltoni dinamikai rendszerek azon alapvető 
tulajdonságából következik, hogy a fel nem bomló (elegendően irracionális csavarási 
számú) KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) tóruszok száma a fázistérben 
exponenciálisan csökken a rendszer szabadságfoka függvényében (Lichtenberg & 
Liebermann 1983, Altmann & Kantz 2007). 
 Lissauer és Chambers (2008), Páez és Efthymiopoulos (2015), Slíz és 
munkatársai (2015) megmutatták, hogy az L5 Lagrange-pontokhoz viszonylag 
közelről indított részecskék elhagyhatják a rendszert mind a K3TP-ban, mind a K4TP-
ban. Az elszökő részecskék dinamikája leírható a tranziens káosz formalizmusával 
(Lai & Tél 2011). 
 A véges ideig tartó kaotikus mozgásokból álló tranziens káosz felléphet 
disszipatív és konzervatív rendszerekben is. Mindkét esetben egy nem-vonzó (taszító) 
kaotikus tartomány, a kaotikus nyereghalmaz a felelős a tranziens káoszért. E 
nyereghalmaz egy nullmértékű halmaz, amit a hosszabb ideig nem elszökő kaotikus 
pályák nagyon megközelítenek. Ha sikerül a pályákat a nyereghalmazt befoglaló 
tartományból indítani, akkor a nem-elszökő pályák száma exponenciális lecsengést 
mutat. E lecsengés mérőszáma a τ átlagos élettartam és ennek reciproka, a κ = 1/τ 
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szökési ráta. Kis κ-értékek a tipikus pályák nyereghalmaz általi gyenge taszítását 
mutatják, míg nagy κ-értékek erős taszítást jeleznek (Tél & Gruiz 2002, Kovács & 
Érdi 2009, Kovács 2011, Slíz 2011). 
 
1.3. ábra: A Föld-Hold rendszer L5 pontjából, annak sebességével indított részecske 
x(t) diagramja a K3TP-ban (folytonos vonal) és a K4TP-ban (pontozott vonal). 
 
A mozgás dinamikájának vizsgálatához először egyetlen részecskét indítottam az L5 
pontból. Az 1.3. ábra mutatja a Nap szerepét a részecske pályájának alakulásában: a 
K3TP modellben az L5 pontból indított részecske szabályos pályán mozog, míg a 
K4TP modellben a pálya kaotikus, és a részecske kevesebb, mint 1 éven belül 
elszökik az L5 pont közeléből. E jelenség tranziens káosz jelleget mutat, aminek 
meghatároztam a jellemzőit (sokaságképet alkalmazva, amihez a pályák kezdőpontjait 
az 1.2. ábrán látható F tartományból vettem): a részecskék szökési rátáját és átlagos 
élettartamát (benntartózkodási idejét). E mutatók megerősítették a tranziens káoszra 
vonatkozó föltételezésemet, és fontosak a próbatest pályájának és pályántartásának 
megtervezésében. A   szökési ráta a logaritmikus ábrázolásban megjelenő egyenes 
negatív meredeksége, ennek   reciproka pedig az átlagos élettartam (1.4. ábra). 
 A hamiltoni rendszerekben a nem-elszökő részecskék száma rövid távon 
exponenciálisan csökken az idővel, hosszabb távon pedig hatványfüggvény szerinti 
csökkenést mutat (Lai & Tél 2011). A rövid távú szökésért a nyereghalmaz stabil és 
instabil sokaságainak merőleges kereszteződése a felelős, amikor a dinamika 
hiperbolikus, míg a hosszabb távon megmutatkozó hatványfüggvény szerinti fogyást a 
fönti sokaságok érintőleges kereszteződése okozza. Ez utóbbi jelenség a reguláris 
tóruszok közelében, mint a ragadósság jelensége közismert. Ezért, ha a kaotikus 
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fogyás mérőszámát, a szökési rátát akarjuk meghatározni, akkor elegendő csak a 
görbék elejét vizsgálni. 
 Ahhoz, hogy meghatározhassuk a szökési rátát, az egyenletes hálóval lefedett 
F:                                   tartományból (1.2. ábra), a háló 
metszéspontjaiból N0 = 10
6 
kezdőpontból indítottam részecskéket, majd követtem a 
mozgásuk pályáját. A részecskét bennmaradónak (pontosabban nem-elszökőnek) 
tekintettem, ha 3650 napig (~10 évig) nem hagyta el az R:               tartományt 
(1.2. ábra). Az R tartományból történt elszökés átlagos idejét a   szökési ráta mutatja 
meg: 
 
        
         ,         (1.1) 
 
ahol N(t) a t idő múlva még mindig az R tartományban tartózkodó részecskék száma. 
A szökési ráta meghatározásához 3650 napig követtem az F tartományból indított  
N0 = 10
6 
részecske pályáját. Egy részecskét elszökőnek tekintettem, ha kilépett az R 
tartományból (1.2. ábra). 
 Az eredményt az 1.4. ábra mutatja. Az exponenciális csökkenés a 
logaritmikus-lineáris ábrán egyenes, aminek negatív meredeksége a szökési ráta. Az 
algebrai, hatványfüggvény szerinti           fogyás pedig a logaritmikus-
logaritmikus ábrán egyenes, aminek negatív meredeksége megadja a z hatványkitevőt. 
 
 
1.4. ábra: Az R:               tartományban bennmaradt részecskék száma. A 
logaritmikus-lineáris betétábra gyors szökésre utaló exponenciális fogyást mutat 
        szökési rátával, míg a logaritmikus-logaritmikus görbe második 




Az 1.4. ábrán láthatjuk a két, exponenciális illetve hatványfüggvény szerinti 
szegmenst és a t ≈ 1300. nap körül a köztük lévő átmenetet. Az 1.4. ábra betétábráján 
a logaritmikus-lineáris skálán az egyenes az           exponenciális fogyást 
mutatja, aminek meredekségéből         szökési ráta adódott. A szökési rátából 
meghatározható az átlagos benntartózkodási idő, vagyis a tranziens káosz átlagos 
élettartama (Altmann et al. 2013), ami           nap. Az          algebrai 
fogyás z kitevőjére       adódott, ami kisebb, mint az utolsónak felbomlott KAM 
tórusz maradványai körül kialakult kaotikus mozgásra általánosan elfogadott, 
föltehetően univerzális       érték (Meiss 2015). 
 Tehát megállapíthatjuk, hogy a Föld-Hold rendszer L5 pontja környékén a 
részecskék mozgása tranziens káosz jelleget mutat, aminek vizsgálatára a 
szakirodalom a T szimulációs időt (4-6)τ-ra (esetünkben 800-1200 napra) ajánlja 
választani (Tél & Gruiz 2006, Lai & Tél 2011). Én ettől időnként eltértem, és a 
különböző szimulációkban (mindig feltüntetve T pontos értékét) a részecskék 
mozgását T = 400, 1 300, 13 000, 500 000 és 1 000 000 napig vizsgáltam. Ha vesszük 
azon részecskék kezdőpontjait, amelyeket egy adott tartományból azonos időpontban 
indítottunk egyenként, és amelyek nem szöktek el a T integrációs időn belül, akkor 
egy ponthalmazt kapunk, amit tekinthetünk úgy, mint a tranziens káoszért felelős 
kaotikus nyereg stabil sokaságát a fázistér egy adott állapotában. E ponthalmazt 
kezdeti feltétel térképnek (KFT) fogom nevezni a továbbiakban. Mielőtt tovább lépnék 
a káoszkontroll bemutatására, még megmutatom a rendszerben - akár csak elvileg - 
megváltoztatható paraméterek hatását a KFT-kre. 
 
1.3.1. A Nap tömegének hatása 
 
Ezen alfejezetben megmutatom a Nap gravitációjának perturbáló hatását a Föld-Hold 
rendszer L5 Lagrange-pontja körül csapdába esett részecskék mozgására. E részecskék 
átlagos benntartózkodási idejére kapott eredményeimnek megfelelően a szimulációs 
(integrációs) időt T = 1300 napra választottam. Az 1.5a ábra a K3TP esetén a KFT 
F:                                  tartományában azon (x0, y0) pontpárokat 
mutatja, amelyekből induló részecskék 1300 napig az R tartományban maradnak. 
Valamennyi részecske kezdősebessége megegyezik az L5 t0-beli kezdősebességével 
(1.1. táblázat). Amint az a klasszikus égi mechanikából is következik, az L5 pont 
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(fehér kereszttel jelölve az 1.5a ábrán) mélyen a sokáig bennmaradó részecskék 
alkotta tartomány (stabil sziget) belsejében van. E kiterjedt, összefüggő tartományt 




1.5. ábra: T =1300 napra számított kezdeti feltétel térképek.(a) A fekete pontok a  
90 000 kezdőpontból indított részecskék azon hányadát mutatják, amelyek nem 
hagyják el a rendszert T = 1300 napig. (b) A nem-elszökő részecskék kezdőpontjai 
különböző naptömegeknél. A fekete (K3TP), kék (K4TP) és piros (K4TP) pontok 0, 0.6 
és 1 naptömegű legnagyobb (központi) égitestnek felelnek meg. Valamennyi részecske 
kezdősebessége megegyezik az L5 pont t0-beli kezdősebességével. A fehér kereszt az L5 
pont helyét jelöli. 
 
Az 1.5b ábra különböző Mké tömegű legnagyobb (központi) égitestekre számított 
KFT-ket mutat. A fekete pontok esetén      , (K3TP), a kék pontoknál     
      (K4TP), míg a pirosaknál      1   (K4TP), ahol    a Nap tömege. Két 
következtetést tudunk levonni a Nap jelenlétének hatásából: a Nap tömegének 
növekedésével (i) a nem-elszökő részecskék tartományának mérete csökken és (ii) e 
tartomány a Földtől kifelé tolódik. Ezen eltolódás következménye, hogy az L5 pont 
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helye a stabil sziget határára vagy azon kívülre esik. Megjegyzem, hogy az L5 pont 
K3TP-ban és K4TP-ben számított helye is különböző (Gabern & Jorba 2001). Ezt is 
figyelembe véve, érdemes megvizsgálni az L5 pontból (x0 = -0.914, y0 = 0.068, vx0 = -
0.025, vy0 = -0.228, 1.1. táblázat) és környezetéből induló részecskék mozgását. 
 
1.3.2. Az integrációs idő hatása 
 
E fejezetben a T integrációs idő hatását vizsgálom a stabil szigetek nagyságára K4TP 
esetén. A számításokhoz N0 = 10
6
 részecskét indítottam az 
F:                                  tartományból, és különböző T ideig 
integráltam a mozgásukat. A T = 400, 1 300 és 13 000 naphoz tartozó stabil 
tartományokat fekete, piros és kék szín jelöli (1.6. ábra). Minél nagyobb a T, annál 
kisebb a részecskék túlélését jelentő stabil sziget. Következésképpen, a hosszabb ideig 
stabil szigeteket úgy is elképzelhetjük, mint a rövidebb ideig stabil szigetek 
szegmenseit. A kompakt szerkezetű, összefüggő stabil szigetek körül erőteljes, szálas 
struktúra látható. Az ismételt numerikus vizsgálatok megmutatták, hogy e szálas 
szerkezet önhasonló, azaz fraktál természetű, és ez is megerősíti a kaotikus viselkedés 




1.6. ábra: A kezdeti feltétel térképen        (K4TP) esetén a T = 400, 1 300 és 
13 000 napig nem elszökő részecskék kezdőpontjai rendre feketével, pirossal és kékkel 
vannak jelölve, amikor a részecskék kezdősebessége megegyezik a fehér kereszttel 








1.7. ábra: (a) A K4TP esetén számított kezdeti feltétel térképen a kék pontok ugyanazt 
a mintázatot ábrázolják, mint az 1.6. ábra nem-elszökő részecskéinek kezdőpontjai T 
= 13 000 napra, míg a feketék pedig azokét, amelyek nem szöknek el a rendszerből T 
= 1 000 000 napig. A (b) és (c) ábra az (a) ábra fekete pontokkal jelzett 
kezdőpontjaiból induló részecskék helyét mutatja 500 000, illetve 1 000 000 nap 
múlva. Látható, hogy a nagyon sokáig bennmaradó részecskék a konfigurációs térben 
egy állandó struktúrát rajzolnak ki, ami e részecskék szabályos mozgására utal. 
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Nagy kihívást jelentő feladat magas dimenziójú fázistérben akár analitikusan, akár 
numerikusan megtalálni az instabil periodikus pályákat és sokaságaikat. A 2N 
dimenziójú fázistérben a mozgás egy 2N - M dimenziójú felületen történik, ahol N a 
szabadságfokok száma, M pedig a létező első integráloké. Ha 2N - M > 3, akkor  
2N - M dimenzióban bármelyik Poincaré-metszet (amikor a fázistérbeli folytonos 
trajektóriát egy rá merőleges felülettel elmetsszük) észrevehető struktúra nélküli képet 
eredményez, mivel az összes többi dimenzió vetületét is látjuk. 
 Tekintettel arra, hogy modellemben a fázistér 12 dimenziós, nem lehet 
vizuálisan értelmezhető Poincaré-metszetet készíteni. Pontosabban, a fázistér bármely 
kétdimenziós metszete összefüggéstelen képet mutat, mert tartalmazza az összes többi 
hely- és sebességkomponens vetületét is. Ezzel ellentétben a fönt definiált KFT-k 
tulajdonképpen metszetek, és alkalmasak arra, hogy szemléltessék a szökés 
dinamikáját még a Poincaré-metszeteken is. Mindez azt jelenti, hogy a feltételeknek 
megfelelő (nem-elszökő) részecskék kezdőpontjai a Hold és Nap pozíciója és 
sebessége által meghatározott rendszer jól definiált konfigurációjához tartoznak. Így a 
szökés dinamikáját a részecske kezdeti hely- és sebességkoordinátái határozzák meg 
egy adott energiaszinten. Statisztikai megközelítést alkalmazva, az x-y konfigurációs 
síkon a kezdőkoordináták fraktálszerkezetet alkotnak, ami megfelel a szökés előtti 
véges idejű (tranziensen) kaotikus mozgásnak. E fraktálszerkezetet úgy is 
felfoghatjuk, mint egy magasabb dimenziós kaotikus nyereg és az x-y sík metszetét. 
Ezért használhatjuk a KFT-ket majd az űrhajó mozgásának kontrollálására is. 
 Érdekes módon szabályos struktúrát is találunk a konfigurációs térben. 
Nagyon hosszú szimulációk azt mutatták, hogy van az x-y síkban gyűrűt formáló 
alakzat (1.7b,c ábra). E pontok azon részecskéket mutatják           (1.7b ábra) 
és             (1.7c ábra) nap múlva, amelyek T = 1 000 000 napig nem hagyják 
el az Föld körüli R tartományt (1.2. ábra). Léteznek különféle analitikus és numerikus 
módszerek a magasabb dimenziójú tóruszok kimutatására (Jorba 2000, Lan et al. 
2006, Laakso & Kaasalainen 2014, Lange et al. 2014). Mint már korábban is 
említettem, a fázistér bizonyos objektumai - mint például a szabályos mozgásra utaló 






1.3.3. A kezdősebesség hatása 
 
Eddig az összes vizsgálatban valamennyi részecskét ugyanazzal a (vx0, vy0) 
kezdősebességgel indítottam, ami megegyezett az L5 pont kezdősebességével. 
Azonban érdekes lehet megvizsgálni, mi történik az L5 pont körüli stabil szigettel, ha 
a részecskék kezdősebességét megváltoztatjuk. 
 
1.8. ábra: K4TP (angolul RFBP) esetén a 360 000 kezdőpontból indított részecskére 
számított kezdeti feltétel térképek T = 13 000 nap bennmaradási időre, a részecskék 
különböző kezdősebességeire, amelyek vx0 komponense megegyezik az L5 pontéval, 
míg vy0 sebességkomponense (a) nagyobb, (b) egyenlő, (c) kisebb a piros kereszttel 
jelölt L5 ponténál. 
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Ezen alfejezetben azt vizsgálom, hogy különböző kezdősebességgel indítva a 
részecskéket hogyan változik a KFT-k struktúrája. Egy-egy futtatás során az L5 pont 
sebességétől eltérő sebességgel (vy0-t változtatva, vx0-t nem változtatva) indítottam a 
részecskéket. 
 Az 1.8a, b és c ábra azon KFT-ket mutatja T = 1300 napra, ahol a részecskék 
kezdőhelyét az L5 pontot (piros kereszt) is magába foglaló 
F:                                 tartományból vettem. vx0 = -0.02527 volt 
mindhárom esetben, ami megegyezik az L5 pont vx0 kezdősebességével, míg vy0 = -
0.24692, -0.228, -0.2194 az 1.8a, b és c ábrákon. Úgy választottam ki a vy0 
kezdősebességeket, hogy legyen közöttük kisebb, egyenlő és nagyobb is, mint az L5 
pont vy0 kezdősebessége. Az 1.8. ábrán látható, hogy a részecskék kezdősebességének 
változtatásával a stabil sziget helye az L5 pontot jelölő piros kereszthez képest 
változik. 
 Megállapíthatjuk tehát, hogy a részecskék kezdősebességének kis változtatása 
a KFT struktúrájának a Földhöz képesti távolodó-közeledő eltolódását okozza. Ez lesz 




A kaotikus rendszerek fázistérszerkezete lehetővé teszi, hogy nagyon kis 
energiabefektetéssel rövidebb-hosszabb ideig szabályossá (regulárissá) vagy akár csak 
nem-elszökővé, korlátossá tegyünk egy kaotikus mozgást. Ezt nevezzük 
káoszkontrollnak. 
 Felhasználva a tranziens káoszról megállapított paramétereket, egy olyan új 
káoszkontroll módszert ismertetek, aminek elsődleges célja, hogy meggátolja a 
szökést és a részecskét minimális energiabefektetéssel a fázistér előre definiált R 
tartományában tartsa. Ehhez káoszkontrollt használok, aminek az az elve, hogy a 
kaotikus pálya mentén kifejtett nagyon kis beavatkozással (erővel) elérje, hogy a 
rendszer egy bizonyos kritériumnak megfelelő állapotba kerüljön. A hangsúly a "kis 
beavatkozáson" van, amit sikeresen lehet alkalmazni, mivel a kaotikus mozgás 
nagyon érzékeny a kis változásokra is, és ezért kicsi perturbáció is elegendő, hogy 
kontrolláljuk és manipuláljuk a kaotikus folyamatot (Boccaletti & Pucacco 2000). A 
szökés megakadályozásának céljából két ismert káoszkontroll módszert ötvöztem, 
hogy a céljaimnak legjobban megfelelő eredményt kapjak. Numerikusan előállítottam 
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a kaotikus nyereg stabil sokaságát a fázistér egy adott állapotára, vagyis a kezdeti 
feltétel térképet (KFT) (Utku et al. 2015), azután a részecske sebességét (ezzel együtt 
a helyét) úgy változtattam, hogy olyan közel kerüljön e stabil sokasághoz, amennyire 
csak lehet. 
 A kaotikus viselkedés kontrollálható, azaz a kaotikus dinamika szabályos, 
periodikus, vagy legalább nem-elszökő, korlátos mozgássá alakítható, és e 
beavatkozást nevezik káoszkontrollnak (a továbbiakban kontroll). E kontrollra sokféle 
módszer létezik. Általánosságban azt mondhatjuk, hogy a káoszkontroll módszereit 
két fő csoportba lehet sorolni: zárt ciklusú vagy visszacsatolásos módszer, és nyílt 
ciklusú vagy visszacsatolás nélküli módszer. Az első csoport azon módszereket 
foglalja magába, amelyek a perturbációt a rendszer állapotának ismeretében választják 
ki. Köztük megemlítem az OGY módszer (ami nevét Ott, Grebogi és Yorke neveinek 
kezdőbetűiből kapta, Ott et al. 1990) mellett az úgynevezett "időnkénti arányos 
visszacsatolás" (occasional proportional feedback) módszerét, amit egymástól 
függetlenül ismertetett Hunt (1991), Petrov és munkatársai (1993), valamint Pyragas 
(1992). Mindegyik módszer független modellt tételez fel abban az értelemben, hogy a 
perturbáció kiválasztásához szükség van a rendszer ismeretére, amit vagy a rendszert 
leíró matematikai modellen keresztül, vagy egyszerűen a rendszer egy megfelelő 
betanulási ideig tartó megfigyelése során lehet elérni. 
 A második csoport olyan stratégiájú módszereket tartalmaz, amelyek 
függetlenül a rendszer aktuális dinamikai állapotától egy külső perturbáció hatását 
veszik figyelembe. A periodikus (Lima & Pettini 1990) vagy sztochasztikus (Braiman 
& Goldhirsch 1991) perturbációk drasztikus hatást tudnak kifejteni a kaotikus 
rendszerre, stabilizálva valamely kaotikus tulajdonságot. E megközelítéseket általában 
az a tényező korlátozza, hogy nem célirányos a beavatkozás, azaz nem lehet 
megmondani előre, mi lesz a végső periodikus állapot. 
 Mivel én célirányos beavatkozást szándékoztam tenni, ezért visszacsatolásos 
módszert kellett keresnem. Röviden vázolom azt a két visszacsatolásos 
káoszkontrollt, amiket kombinálva, elértem célomat (Ott et al. 1990, Lai 1996). 
 Az OGY módszer az egyik leggyakrabban alkalmazott káoszkontroll, ami a 
dinamikának éppen a kaotikus jellegét használja fel a kontrollálásra. Az algoritmusa a 




- A kaotikus halmaz (attraktor, sáv vagy nyereg) végtelen sok hiperbolikus 
periodikus pályát tartalmaz. 
- A természetes eloszlásnak megfelelően a rendszer állapota minden periodikus 
pálya tetszőlegesen kis környezetét előbb vagy utóbb fölkeresi (ergodicitás). 
 
Fontos tényezője a kontrollnak, hogy csak kis külső beavatkozást alkalmaz, mert az is 
elegendő arra, hogy a rendszer állapotát egy előre kiválasztott helyzetbe hozzuk, ami 
nagyon gazdaságos. 
 Az OGY módszer lényege, hogy megkeres egy, a kaotikus halmazba 
(disszipatív rendszer esetén a kaotikus attraktorba, konzervatív esetben a kaotikus 
nyereghalmazba) beágyazott alacsony periódusú instabil (hiperbolikus) pályát, majd 
kismértékben úgy változtatja meg az egyik rendszerparamétert, hogy a stabilizálni 
kívánt pálya e pályához közeledjen. A stabilizáció ebben az értelemben gyakorlatilag 
azt jelenti, hogy a kiválasztott pályát az instabil periodikus pálya stabil sokaságának 
olyan közelségébe hozzuk, amennyire csak lehet. 
 A módszer algoritmusa a következő: Az instabil periodikus pályának kijelöli 
egy kis környezetét, például egy kört az egyik cikluspont körül, és csak akkor 
alkalmazza a kontrollt, amikor e körbe lép a rendszer állapota. E kis körben 
lineárisnak tekinthető a dinamika, így meghatározhatók a hiperbolikus cikluspont 
sajátértékei, valamint a stabil és instabil sokasága. Maga a kontrollbeavatkozás úgy 
történik, hogy az egyik rendszerparamétert a rendszer állapotának az előre kiválasztott 
ciklus legközelebbi pontjától mért távolságának arányában változtatjuk meg. Az 
eredeti              leképezés helyett a ciklusponttól való    távolsággal arányos 
  
 
 paraméterperturbációval módosított                           
leképezést alkalmazunk. Fontos észrevenni, hogy az eredetileg autonóm rendszer 
ezzel nem-autonómmá vált,     , ami már függ az időtől. Egy visszajelzést 
vezettünk be a rendszer pillanatnyi állapota és paraméterei közé. A 
paraméterperturbációt úgy kell megválasztani, hogy    hatására a pálya képe a 
linearizált dinamikában a kiválasztott ciklus stabil sokaságára essen (1.9. ábra). 
Ismerve az M leképezést és linearizált változatát, a szükséges    -t expliciten meg 
lehet határozni. Egy szakaszonként lineáris rendszerben a kontroll egyetlen lépésben 
elvégezhető, minekután az iterált pont a stabil sokaság mentén közelíti a cikluspontot. 
Mivel a lineáris közelítés nem egzakt, ezért a kontrollált pont idővel eltávolodik a 
23 
 
stabil sokaság egyenesétől, de szükség esetén a beavatkozás akárhányszor 
ismételhető. Az OGY algoritmust széles körben alkalmazzák például elektromos 
áramköröknél, kémiai reakcióknál, lézer és biológiai rendszereknél (például a szívnél) 




1.9. ábra: A kétdimenziós OGY kontroll sematikus diagramja. Legyen az előre 
kiválasztott periodikus pálya az r
* 
hiperbolikus fixpont az M kétdimenziós 
leképezésen. A rendszer az rn pontban lépett be a kontrollterületre. (a) A leképezés 
kontroll nélkül. A pályagörbe hiperbola; az egyenes pedig a stabil és instabil 
sokaságokat jelzi lineáris közelítésben. (b) Leképezés egy kontrollt alkalmazva: a 
leképezett képpont a stabil sokaságot lineárisan közelítő egyenesre kerül át. Az 
alkalmazott     paraméterperturbációnak arányosnak kell lennie rn -nek a stabil 
sokaság egyenesétől való eltérésével. 
 
Az OGY káoszkontroll egy az egyben akkor alkalmazható, ha a rendszer fázistere 
alacsony dimenziójú és van egy megváltoztatható rendszerparaméter, ekkor a 
hiperbolikus fixpont stabil sokaságának irányvektorát egyértelműen meg lehet 
határozni. A mi rendszerünkben az egyetlen megváltoztatható függő változó a 
részecske (vagyis az űreszköz) sebessége, a fázistér pedig 12 (K3TP), illetve 16 
(K4TP) dimenziós, tehát változtatás nélkül nem alkalmazható az OGY módszer. 
 A másik visszacsatolásos káoszkontroll Lai (1996) módszere, ami a több 
kaotikus attraktorral rendelkező dinamikai rendszerekben egy kiválasztott attraktorra 
tereli a trajektóriákat, kismértékű visszacsatolásos kontrollt alkalmazva. E módszer 
csak akkor alkalmazható, ha az attraktorok vonzási határa fraktálszerkezetű, ami 
kifejezetten általános a magas dimenziójú kaotikus rendszerekben, és a kontrollálni 
kívánt trajektóriák erről a fraktál vonzási határról indulnak, mivel a nemkívánatos 
attraktorok nem fraktálszerkezetű vonzási tartományaiból kis perturbációkkal már 
nem lehet átvinni a pályát egy kiválasztott másik attraktor vonzási tartományába. 
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 A következőkben ismertetem, hogyan alkalmaztam a fenti két módszert 
kombinálva a K4TP-ra. Bár van sok paraméter (a nagy testek tömege), a valóságban 
ezeket nem tudom változtatni. Így kénytelen voltam az egyetlen lehetséges 
paramétert, a részecske sebességét változtatni ahhoz, hogy a fázistérben 
megváltoztassam a helyét. Ehhez bevezettem egy pálya menti érintőleges, időben 
állandó erőt. A 12 (K3TP), illetve 16 (K4TP) dimenziós fázistérben egy instabil 
periodikus pálya kiválasztása és a dinamika linearizálása helyett adott t időpontokban 
nagyszámú részecskével külön-külön indítva a rendszert, megnéztem, hol vannak 
azon kezdőpontok, amelyekből induló pályák megfelelnek egy bizonyos, előre 
meghatározott feltételnek, azaz vagy bent maradnak egy kijelölt tartományban, vagy 
eljutnak egy kijelölt célba (ezek töltik be a kívánt állapotot megvalósító instabil 
periodikus pálya szerepét), azaz kezdeti feltétel térképeket (KFT) készítettem. Ekkor 
mondhatom azt, hogy e KFT-k megfelelnek az 1.9. ábra stabil sokaságának, mivel az 
innét induló pályák mind eljutnak a kitűzött célba. Ezért, ha a KFT-n van összefüggő 
tartomány, azt "stabil szigetnek" fogom nevezni. 
 Az így kapott KFT-k megfelelően reprezentálják a mozgás dinamikáját, és 
megmutatják, mikor és hogyan célszerű alkalmazni a kontrollbeavatkozáshoz 
szükséges erőt. A KFT-k előállításának folyamata a következő: 
 
1. Kiválasztok a Föld körül egy előre definiált R tartományt, ami a kontrollálni 
kívánt mozgás számára megengedett: r < 1.5r1 (1.2. ábra). Természetesen ettől 
eltérő megengedett tartományt is választhatok, mint ahogyan azt tettem is a 
következő fejezet szimulációiban. Ha a részecske pályája elhagyja e 
tartományt, akkor elszököttnek tekintem. 
2. Nagyszámú részecskét indítok az L5 pont környékéről (F tartomány, 1.2. ábra) 
és integrálom a pályákat. Valamennyi részecske az L5 pont kezdősebességével 
indul. A nagyszámú részecskepálya között van az is, amit kontrollálni akarok. 
Ez az a pálya, ami pontosan az L5 pontból indul, és a továbbiakban 
kontrollálandó pályának (KP) nevezem. 
3. Meghatározok egy T integrációs időt, amíg követem a sokaság mozgását. 
Elmentem azon pályák (x0, y0) kezdőpontjait, amelyek T ideig nem szöknek el 




4. A részecskék pályáját az x-y síkon addig követem, amíg a KP-ra a vx = 0, vy < 
0 feltétel nem teljesül (Poincaré-metszet). Ezt az időpontot egy újabb 
kiindulásnak véve megismétlem a 3. lépést, azaz újabb részecskesokaságot 
indítok az F-ből, de már az új kezdősebességekkel. 
 
A 4. lépés egy sorozat, a vx = 0, vy < 0 kezdősebességekhez tartozó KFT-t eredményez 
az F tartományból induló részecskékre vonatkozóan (1.2. ábra): A KFT-ken látható 
pontok a kaotikus nyereg stabil sokaságát rajzolják ki a fázistér x-y metszetein. Más 
szavakkal kifejezve, a KFT-ken látható e kezdőpontokból induló részecskék nem 
hagyják el a rendszert a T integrációs ideig. 
 Más oldalról megközelítve azt is mondhatjuk, hogy a hamiltoni rendszerekben 
a szökést úgy is tekinthetjük, hogy a rendszernek van egy attraktora a végtelenben. Ez 
azt jelenti, hogy a KFT-ken van olyan ponthalmaz, aminek végállapota a végtelenben, 
azaz esetünkben az r > 1.5r1 tartományban van (az 1.6. , 1.7. és 1.8. ábrákon fehérrel 
színezve). Következésképpen, az erről a vonzási tartományról leválasztott terület (az 
1.6. ábrán a fekete mező) jelöli a KFT-nek azon részecskéit, amelyek nem szöknek el 
a T idő lejárta előtt. Amennyiben egy részecskét legalább T ideig a rendszerben 
akarunk tartani, el kell távolítanunk a végtelenben lévő attraktor vonzási 
tartományából, azaz "rá kell tolni" egy stabil szigetre. 
 
1.4.1. Hogyan tarthatunk egy űreszközt egy kívánt tartományban? 
 
Most bemutatom azt a stratégiát, hogy miként tarthatunk egy részecskét a 
rendszerben, vagyis esetünkben miként lehet megakadályozni, hogy r meghaladja 
1.5r1-t, azaz hogyan lehet nagyon kis mértékben befolyásolva a mozgást korlátossá, 
azaz nem-elszökővé tenni. 
 A kontroll alapötlete az, hogy a kontrollálni kívánt KP vx = 0, vy < 0 
feltételnek megfelelő Poincaré-metszeteihez tartozó aktuális sebességéhez elkészítem 
a rendszert T (esetünkben 400 napig) ideig nem elhagyó részecskék kezdőpontjait 
tartalmazó KFT-ket. Így kapok egy ábrasorozatot az 1., 2. stb. metszetre. Ezután 
megnézem, hol van e térképen a KP (az 1.10. és 1.11. ábrán piros kereszt jelöli a KP 
helyét). Ha a KP összefüggő tartományra esik, akkor biztos, hogy a részecske attól 
kezdve 400 napig nem fog elszökni. Ha üres területre vagy fraktálszerkezetre esik a 
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1.10. ábra:Kezdeti feltétel térképek (KFT) T = 400 napig tartó bennmaradásra, 
síkbeli K4TP esetén. (a) A t0 = 0, vx0 = -0.0527, vy0 = -0.0228 induláshoz tartozó 0. 
KFT. Az ábra többi része a KP vx0 = 0, vy0 < 0 feltételnek megfelelő metszeteihez 
tartozik. (b) Az első metszéspont t = 0.46 nap múlva (1.), majd (c) t = 27.07 nap (2.), 
(d) t = 107.79 nap (5.), (e) t = 189.43 nap (7.), és (f) t = 244.95 nap (10.) múlva. A 









1.11. ábra: KFT-k T = 400 nap esetén, mutatva a beavatkozás hatását. A bal oldali 
oszlop (a, c, e, g) az 1.10. ábra folytatása, t = 271.26 és 458.43 nap között (11., 12., 
16., 18. metszéspont, nincs feltüntetve az összes KFT). A piros kereszt a KP-t jelöli, 
kontroll nélkül. A jobb oldali oszlop (b, d, f, h) (11., 12., 16., 18.) a kontroll után 
mutatja a KFT-ket. A metszetek a beavatkozás nélküliekhez képest időben kissé 
eltolódtak, t = 271.65 és 459.08 nap között. Megfigyelhető, hogy a KP-t jelző piros 




Az 1.10. ábra ilyen KFT-ket mutat 360 000 részecskére, amelyeket az F:    
                             tartományból (1.2. ábra, szaggatott téglalapjából) 
indítottunk. Az látható az 1.10. ábráról és az 1.11. ábra baloldali oszlopáról, hogy 
beavatkozás nélkül a KP ≈ 460 nap múlva elszökik a kijelölt R tartományból. A 
föntiekben ismertetettek szerint elkészítve a szökés előtti metszeteket, 
megállapíthatjuk, hogy a KP-t a fraktálszálakról "át kell tolni" egy összefüggő 
tartományra, egy stabil szigetre, a lehető legkisebb energiabefektetéssel. 
 
Két alapvető kérdés merül fel: mikor és hogyan avatkozzunk be?  
 
 Először az 1. kérdésre válaszolok: A kontrollnak nyilvánvalóan azt 
megelőzően kell történnie, mielőtt a KP elhagyja a stabil szigetet. A beavatkozás 
időpontjának meghatározásához segítségül használhatjuk a kaotikus viselkedés   ~ 
200 nap középidejét. Mivel ekkor jár a pálya legközelebb a nyereghalmazhoz, 
feltehetően ezen időpont környékén célszerű megtenni a beavatkozást. 
 Most rátérhetünk a 2. kérdés megválaszolására: Mivel csak diszkrét esetekben 
ismerjük a rendszer dinamikáját, két KFT között alkalmazzuk a következő érintőleges 
tolóerőt: 
 
 Fy⋅vy∕|v|, ha t   [tn, tn +Δt],  
f = Fx⋅vx∕|v|, ha t   [tn, tn +Δt], 
 0 egyébként,         (1.2) 
 
ahol Fx és Fy az alkalmazott tolóerő nagysága vx és vy irányában (vx a sebességvektor 
x, vy pedig az y komponense), tn az az időpillanat, amikor a kontroll elkezdődik, Δt 







1.12. ábra: Az (a) és (b) ábra az L5 pontból indított KP-nek a kontrollálatlan, míg a 
(c) és (d) a kontrollált mozgását mutatja. A KP egymás utáni metszéspontjai az x-y 
síkban a (b) és (d) ábrán láthatók vx = 0, vy < 0 teljesülése esetén. A pontok melletti 
számok megegyeznek a 10. és 11. ábra KFT-jeinek sorszámaival. A kontroll a 10. és 




Általánosságban elmondhatjuk, hogy a kontrolláló tolóerőt a t időpontban (vagy ami 
ezzel egyenértékű, amikor a vx = 0 és vy < 0 feltétel teljesül) kapcsoljuk be azért, hogy 
az űrhajót a fázistér egy adott tartományába toljuk. Ehhez szükség van a toló (vagy 
fékező) erő előzetes megbecslésére, amihez fölhasználjuk az energiamegmaradás 
törvényét (lásd: Függelék F1 kifejezése). Azonban amikor a műhold sebességét 
megváltoztatjuk, az a probléma adódik, hogy a beavatkozás után a következő KFT 
nem pontosan abban az időpontban fog elkészülni, mint beavatkozás nélkül, ugyanis a 
beavatkozás kissé megváltoztatja a következő vx = 0 és vy < 0 feltétel teljesülésének 
időpontját. 
 Nézzünk egy konkrét példát, hogy jobban betekinthessünk a kontroll 
folyamatába: Az 1.10. és 1.11. ábra baloldali oszlopa (a, c, e, g) azt mutatja, hogy mi 
történik akkor, ha nincs kontroll. Ekkor a piros kereszt közel 460 nap múlva elhagyja 
az előre definiált r < 1.5r1 tartományt. A korábbi szimulációkból tudjuk, hogy a 
kaotikus viselkedés átlagos élettartama körülbelül 200 nap. Ezért a kontrollt egy 
ehhez közeli időpontban célszerű elvégezni. Például a 10. KFT t = 244.95 nap 
időpontjánál (1.10f ábra) kezdjük el a beavatkozást, és azt akarjuk, hogy a t = 271.26 
napnál lévő 11. KFT-ben (1.11a ábra) a KP már a stabil szigetre kerüljön. Azonban 
mint ahogyan már korábban is említettem, a kontroll utáni 11. KFT kissé különbözni 
fog a kontroll nélküli 11. KFT-től mind szerkezetében, mind időpontjában (t = 
271.65), a két térkép készítése között történt beavatkozásnak köszönhetően (lásd az 
1.11a és 1.11b ábra közötti különbségeket). A Függelék (F1) kifejezése megadja a 
kontrollhoz szükséges érintőleges erő közelítő                  
   N nagyságát 
1 kg tömegű műhold esetén. Az eredő erőt a két tangenciális irányú erő öszegzése 
adja. A kontrollbeavatkozás t10 és t11 között történt,         napig. Az alkalmazott 
toló- vagy fékezőerő nagyságát a KP és a szomszédos stabil sziget távolsága 
határozza meg. Az 1.2. táblázat foglalja össze a kontrollfolyamat eredményeit: Az 1. 
sor a 10. vx = 0, vy < 0 feltételű KFT-hez tartozó KP koordinátáit mutatja. A 2. sor a 
KP 11. KFT-hez tartozó metszéspontjait tartalmazza káoszkontroll nélkül. A 3. sorban 
a KP koordinátáit láthatjuk a 11. KFT-n, miután alkalmaztuk a káoszkontrollt a 10. és 
11. KFT között. 
 Tény, hogy a kontrollerő közelítő becslése nem garantálja, hogy pontosan 
elérjük a kiválasztott területet a fázistérben. Ha nem sikerül elérni, akkor egymásutáni 
iterációt kell végezni, hogy a pályát a kívánt területre juttassuk. Esetünkben egy ~ 2-
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szeres szorzófaktorra volt szükség, hogy az             N nagyságú megfelelő 
erőt megkapjuk. Ha a manőver sikeres, (például 1.11b ábra), azaz a KP a kiválasztott 
stabil szigeten landol, biztosak lehetünk benne, hogy az űreszköz nem fog elszökni 
legalább 400 napig, vagyis a feketével jelölt stabil szigeten marad (1.11. ábra jobb 
oldali oszlopa: b, d, f, h). És ha a pálya egy idő után megint elhagyja e stabil szigetet 
egy fraktálszál mentén, csak meg kell ismételni a fönti kontrollfolyamatot, hogy az 
űreszközt a rendszeren belül tartsuk. 
 Az 1.12. ábra a KP pályáján mutatja a kontroll eredményét: A felső sor ábrái 
az x-y síkon végzett néhány keringés után elszökő részecskék kontrollálatlan 
mozgását mutatják. Az alsó sor ábrái a kontroll utáni mozgást szemléltetik (1.2. 
táblázat). Azt is megemlítjük, hogy az 1.12b és 1.12d ábrák a KFT-khez hasonlóan 
megfelelnek a fázistérbeli vx = 0 and vy < 0 feltételnek, és mutatják a KP összes 
egymás utáni, sorszámozott metszéspontját is. Világosan látszik, hogy a beavatkozás 
után a metszéspontok spirálissá "simulnak", azt jelezve, hogy a mozgás valamilyen 













1.13. ábra: T = 400, 1 300 és 13 000 napos integrációs időkhöz tartozó KFT-k. Minél 
hosszabb a T, annál kisebb a stabil sziget (fekete, illetve piros és kék színnel jelölve az 
a, illetve c ábrán). Különböző nagyságú kontrollerők más-más KFT-t eredményeznek, 
ugyanis a vx0 = 0, vy0 < 0 feltétel kissé eltérő időpontban teljesül, következésképpen a 
KFT struktúrája kissé különbözni fog. Eltérő nagyságú kontrollerők hatására a KP 
helyzete is más lesz. Ezért a kontroll finomhangolását a KP-nek egy kisebb méretű, de 
sokkal hosszabb ideig stabil szigetre történő eltolásával érthetjük el (b ábra), viszont 
kissé különböző erővel már kieshet e tartományból (d ábra). A kereszt a KP-t mutatja. 
 
Az 1.6. ábrán láttuk, hogy a KFT-knek vannak rövidebb-hosszabb ideig stabil 
szigetei. Ha ismerjük egy hosszabb ideig stabil sziget helyét, akkor a kontrollerőt úgy 
hangolhatjuk, hogy a KP egy ilyen, hosszabb ideig stabil szigetre essen. Hogy ezt 
részletesebben szemléltessem, bemutatok két különböző kontrollerővel készült, T = 
400, 1 300 és 13 000 naphoz tartozó KFT-t, alig különböző időpontban indítva a 
részecskéket (1.13. ábra). Az 1.13. ábra felső sora az              
   N 
kontrollerő alkalmazásával kapott KFT-t mutatja. Ez a beavatkozás több, mint 36 000 
napig kötött pályát eredményezett. Az 1.13a és 1.13b ábra szerint a KP a hosszabb 
ideig stabil szigetre esik. Ezzel szemben, egy kicsivel kisebb              
   N 
kontrollerő mellett a KFT 0.05 nappal korábbra esik (t = 271.26 nap). Ezen utóbbi 
térképen a KP a fekete és piros területen belül, de a kék területen kívül van (1.13d 




 Kiszámítottam egy 1 kg tömegű részecske (űrhajó) energiaszükségletét is, ami 
ΔE = 11.3 kJ-nak adódott. Egy valóságosabb példát véve, az 1850 kg-os SOHO 
űrszonda esetén         MJ. 
 
1.2. táblázat: A KP hely- és sebességkoordinátái a 10. és 11. KFT-ben kontrollal és 
kontroll nélkül. 
 
x[r0] vx[r0/nap] y[r0] vy[r0/nap] 
a KFT időpontja 
[nap] 







































1.4.2. Alacsony Föld körüli pályáról (LEO) alacsony Hold körüli 




1.14. ábra: Alacsony Föld körüli pályáról (198 km a Föld felszíne fölött) a Hold 
felszínét 106 km-re történő megközelítés a Föld-Hold rendszer L5 pontja körüli stabil 
szigetet felhasználva. A vastag vonaldarabok a pálya kontrollált szakaszait jelzik (1., 
2. manőver). Az egész misszió durván 1 hónapig tart, energiaszükséglete nagyjából 
megegyezik az egyéb módszerekével. A pontos adatokat az 1.3. táblázat tartalmazza. 
A Föld az ábra középpontjában van. 
 
A következőkben bemutatom, hogy az előbb ismertetett káoszkontroll segítségével 
miként lehet alacsony Föld körüli pályáról (Low Earth Orbit = LEO: körpálya, 189 
km-re a Föld felszínétől) alacsony Hold körüli körpályára (Low Lunar Orbit = LLO: 
106 km a Hold felszíne fölött) állni a Föld-Hold rendszer L5 pontja stabil szigetén 
keresztül. Amikor a dinamika szabályos, azaz érvényes a kéttest-modell, kis 
paraméterváltoztatással nem érhetők el nagy pályamódosítások, és ezért nem lehet sok 
üzemanyagot megspórolni a klasszikus módszerekhez (Hohmann-transzfer vagy a 
gyenge stabilitási határ módszeréhez, WSB-hez) képest. Más szavakkal kifejezve, a 
módszerünk csak a fázistér kaotikus tartományában használható (nagy távolságra 
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mind a Földtől, mind a Holdtól), ahol az instabil dinamika irányítja a mozgást a két 
égitest közös gravitációs terében. 
 Tehát el kell jutni a fázistérnek azon a tartományába, ahol az instabil dinamika 
az uralkodó, és ott könnyedén elvégezhető a kontroll. Ilyen megfelelő hely lehet a 
Föld-Hold rendszer L5 pontjának környéke. Mint ahogyan már megmutattam, a Föld-
Hold rendszer L5 pontja a Nap perturbáló hatása miatt instabil, de a környezetében 
tetszőleges ideig stabil szigetek alakulnak ki, amelyek alkalmasak a kontroll 
elvégzésére és arra, hogy egy űreszköz ideiglenes parkoló állomása legyen a Hold 
pályája mentén. Sőt, az L5 pontból indítva, többféle kezdőfeltétel-rendszerrel is 




1.15. ábra: 1 000 000 részecskével készül KFT-k. A kiindulási tartomány az  
F:                                . A fekete csíkok azon kezdeti értékeket 
tartalmazzák, amelyekből a részecskét indítva elérik a LLO magasságát (~ 106 km a 
felszín fölött). (a) A kezdősebesség egyenlő az L5 pontéval. A (b) és (c) ábra a 7 
nappal később készült KFT-ket mutatja kontroll nélkül, illetve kontrollal. A 
kontrollálandó pályát (KP) kereszt jelzi. 
 
Ionhajtóművet, azaz folyamatos, kis üzemanyagigényű manőverek sorozatát 
tételezünk fel az impulzusszerű erőkifejtés helyett. Számításaimat összehasonlítottam 
a széles körben használt gyenge stabilitási határ (WSB) módszerével, amit Belbruno 
és Miller (1993) publikáltak. A WSB-hez hasonlóan a LEO és LLO közötti átmenetre 
összpontosítok, és nem foglalkozom a Föld felszínéről a LEO-ra való feljutáshoz 









1.3. táblázat: Az alacsony Föld körüli pályáról alacsony Hold körüli pályára történő 
utazás adatai. ti (i = 1, 2, 3) az i-dik manőver kezdetének időpontja,    a kontroll 
időtartama, Fx és Fy az alkalmazott kontrollerő x és y irányú komponense,,   a 












     
   [km/s] 
1. 0 8.9 0 0.0258 LEO L5 29.3  
2. 9.9 6.68 -0.0001 -0.0001 L5 





3. 29.54 - - - 
106 km-re a 
Hold fölött 
LLO  0.6777 
 
Az első manőver a LEO-ról eljutni az L5 pont stabil szigetére, hasonlóan a ballisztikus 
befogás módszeréhez (Salazar et al. 2014). Megfelelő mértékű folyamatos tolóerőt  
(F ~ vy) alkalmazva, az űrhajó spirális pályán fog a LEO-ról elindulni, és amint eléri a 
szökési sebességet, elnyúlt ellipszis pályára áll, aminek a Földtől legtávolabbi pontja 
(apogeuma) a Hold pályáján van (1.14. ábra). E manőver hasonló a Hohmann-
transzferhez, azzal a különbséggel, hogy most az űrhajó a Hold pályáját az L5 pontban 
éri el, nem pedig közvetlenül a Holdra megy. E manőver lehetőséget nyújt arra, hogy 
ott tartsuk az űrhajót az L5 egy stabil szigetén a fönt ismertetett káoszkontrollal, vagy 
rövidebb ott-tartózkodás után elindítsuk a Hold felé. 
 Ez utóbbit egy kis kontrollerő alkalmazásával tesszük, ami lehetővé teszi, 
hogy megtaláljuk azon kezdőfeltételeket, amelyek elérik a LLO magasságát. Az 1.15. 
ábra az L5 pont KFT-jét mutatja, ami hasonlóan készült, mint az 1.5. ábra. A kereszt a 
KP-t jelöli az 1. manőver után, míg a fekete csíkok azokat a kívánt (x0, y0) 
kezdőkoordinátákat mutatják, amelyekből elérhető az LLO magassága. t = 6.68 napig 
fékezőerőt alkalmazva, a KP eltolható a középső sávra (1.15c ábra), és 29.54 nap után 
eléri az LLO magasságát. A fékezőerő finomhangolásával olyan KP-t kapunk, ami a 
Holdat 106 km-re közelíti meg (az 1.15. ábrán a kereszt). Az energiaszükséglet 1 kg 
tömeg mozgatása esetén 58.38 kJ, ami megfelel           km/s-nak. Ez volt a 2. 
manőver az 1.10. ábrán. Ezután a kontroll-lépés után az űrhajó 29.54 nap múlva eléri 
az LLO magasságát. 




 Az 1. manővernek (a LEO-ról az L5 pont stabil szigetére való eljutásnak) az 
energiaszükséglete 29.31 MJ, ami gyakorlatilag megegyezik a Hohmann-transzfer 
29.32 MJ (          km/s) energiaigényével. 
 A 2. manőver, ami az L5-ből indulva 106 km magasságban megközelíti a 
Holdat,            km/s sebességkülönbségnek (0.05838 MJ, 1.3 táblázat) felel 
meg.  
 A 3. manőver az a Hold körüli körpályára álláshoz szükséges fékezés 106 km 
magasságban a Hold felszíne fölött, ahol t = 29.54-kor az űrhajó sebessége 2.3 km/s,  
a körpálya sebessége pedig 1.63 km/s. Az 1.3. táblázat csak a szükséges   -t 
tartalmazza, mert a beavatkozást többféleképpen is végre lehet hajtani.  
 Összességében a 2. és a 3. manőver során    = 0.6933 km/s-t kell alkalmazni. 
Ez ugyan csak egy kicsivel kisebb, mint Belbruno és Miller (1993) eredménye a WSB 
módszerrel (         km/s), de a röpülési idő sokkal kevesebb, ~ 1 hónap a 3-5 




Káoszkontrollt alkalmaztam, hogy stabilizáljam egy űrhajó mozgását a síkbeli K4TP-
ban a Föld-Hold rendszer L5 Lagrange-pontja körül. Föltérképeztem a K3TP és a 
K4TP fázisterét az L5 pont környezetében. A mért adatokra egyenest illesztve 
meghatároztam a részecskék szökési rátáját és átlagos benntartózkodási idejét, amire 
200 nap (K4TP) adódott. Mindkét modellt integrálva, megkaptam a Föld-Hold 
rendszer L5 pontja környékének fázistérképét. 
  A fázistér szerkezetét szem előtt tartva a fő célom az volt, hogy az OGY 
módszer módosított változatával egy űreszközt az L5 pont környékén tartsak. 
Közvetlenül nem tudtam alkalmazni az OGY módszert (mert nincs változtatható 
rendszerparaméter és magas a fázistér dimenziója), ezért bevezettem a 
mozgásegyenletekbe egy, az űreszközre kifejtett időfüggő tolóerőt. Így három szabad 
paraméter adódott: (i) a tolóerő nagysága, (ii) a beavatkozás (kontroll) kezdetének 
időpontja és (iii) a kontroll hossza. Sok numerikus szimuláció eredményeképpen a 
következő ökölszabályokat találtam: (1)          
   N mindegyik esetben 
megfelelő volt. (2) A kontroll kezdete az x-y metszéssíkon történő átlépések 
időpontjának valamelyike. (3) A kontroll hossza a periódus (két egymás utáni 
metszéspont között eltelt idő) egész számú többszöröse. 
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 Első eredményeimet 2015-ben publikáltam (Slíz et al. 2015), amikor 
káoszkontrollt arra a speciális esetre dolgoztam ki, hogy miként lehet egy űrhajót a 
Föld-Hold rendszer L5 pontja környezetében tartani a Nap jelenlétében (K4TP). 
Később (Slíz et al. 2017) megállapítottam, hogy e módszer általánosítható, és arra is 
alkalmas, hogy célba juttasson egy űrhajót. Az utóbbi cikkben általánosítva mutattam 
be, hogyan lehet egy űreszközt a Világűr egy kívánt tartományában tartani, illetve 
célba juttatni, amikor a KFT-ken a "közelben" stabil szigetek vannak. Az alkalmazott 
tolóerő nagyon kicsi, a pályával érintőleges irányú, arányos a sebességgel, és a 
kontrollálandó pályát (KP) "rátolja" a stabil szigetre. Két példát mutattam: (i) Hogyan 
lehet egy űrhajót egy előre definiált tartományban tartani? (ii) Hogyan lehet egy 
űrhajót eljutni a Holdra (LEO-ról LLO-ra)? Mindkét esetben az alkalmazott tolóerő az 
ionhajtóművekkel megvalósítható nagyságrendbe esik. Megmutattam a Nap 
tömegének, az integrációs időnek és a részecske kezdősebességének hatásait a Föld-
Hold rendszer L5 pontja körüli stabil szigetek nagyságára, helyére és alakjára. A 
különböző kezdősebességek az L5 pontról "letolják" a stabil szigetet, ami Schwarz és 
Eggl (2011) eredményéhez hasonlít. 
 Numerikus szimulációim megmutatták, hogy a Napnak drámai hatása van az 
L5 pont körüli korlátos mozgástartomány helyére és nagyságára. Kimutattam, hogy 
egy részecskét a rendszeren belül lehet tartani, ha a korlátozott háromtest-
problémában a lineárisan stabil L5 pont körüli stabil szigethez közelről indítjuk. 
 A tranziens káosz módszerét alkalmazva megmutattam, hogy a kezdeti feltétel 
térképek (KFT) szálas szerkezete és összefüggő tartományai az úgynevezett kaotikus 
nyereg stabil sokaságához kapcsolhatók. Továbbá, a részecskeszökés dinamikája a 
véges ideig (átmenetileg) kaotikus rendszer klasszikus jelenségéből fakad, és ezért a 
nem-elszökő részecskék pályáinak leírásához statisztikus módszereket alkalmaztam. 
Rövidtávon a bennmaradó részecskék exponenciális fogyása tapasztalható. Ennek 
dinamikáját a KFT-k stabil szigeteit körülvevő fraktálszerkezet határozza meg. 
Viszont hosszabb távon a nem-elszökő részecskék fogyása hatványfüggvény szerinti, 
ami a fázistérbe beágyazott KAM tóruszok körül kialakuló "ragadósság" jelenségének 
tulajdonítható. 
 Két káoszkontroll módszert kombináltam, hogy a részecske elszökését 
megakadályozó megfelelő módszert kialakítsam. Az eredmények azt az érdekes 
jelenséget mutatták, hogy a KP mindig a különböző időpontokban, különböző 
sebességekkel konstruált szálas szerkezet mentén hagyja el a rendszert. Kihasználva e 
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jelenséget, az általam kidolgozott káoszkontroll lényege, hogy a KP-t visszatolja a 
stabil szigetre, amelyből induló pályák sorsa ismert a numerikus integrálásból. Mivel 
ekkor ismert a műhold jövőbeli dinamikája, vagyis az egymás után következő KFT-k 
szerkezete is, ezért kiválaszthatjuk a célunknak legmegfelelőbb, a bennmaradási 
időtől függő területet, mint céltartományt. Más szavakkal, kis pályamenti tolóerőt 
alkalmazva az űrhajó a fázistérnek olyan tartományába kerül, ahonnét indítva a 
bennmaradási idő sokkal hosszabb az átlagos élettartamnál. Következésképpen, a 
következő beavatkozásra (ha egyáltalán szükséges) néhány ezer keringési periódussal 
később kerülhet sor. A kontrolláló tolóerőt és annak időtartamát változtatva, többféle 
beavatkozási lehetőség adódik, attól függően, hogy az üzemanyagfogyasztásra vagy a 
tervezett élettartamra (bennmaradási időre) akarunk-e optimalizálni. 
 A kezdeti értékeket tetszőlegesen vettem fel. Meg szeretném jegyezni, hogy a 
véges ideig (átmenetileg) kaotikus dinamika, amit az instabil periodikus pályák és 
sokaságaik határoznak meg, egy általánosságban robusztus jelenség. Ezért jogos a 
föltételezés, hogy különböző kezdőfeltételekre hasonló fraktálszerkezetű KFT-ket 
kapnánk, mint amellyel a modelljeimet vizsgáltam. Egyéb vizsgálataim megmutatták, 
hogy a részecskéket a Föld körüli tartományból kör-Kepler-sebességgel indítva is 
teljesen hasonló szálas szerkezetű fázisteret kapunk (1.16. ábra), és az L4 pont 




1.16. ábra: A Nap-Föld-Hold-részecske rendszerben (K4TP) a Föld 0.006 CSE 
sugarú környezetéből kör-Kepler-sebességgel indított részecskék KFT-je, ahol a 
fekete pontok azon részecskék kezdőhelyeit jelölik, ahonnan indítva őket T ideig a 
0.5r1 < r < 1.5r1 tartományon belül maradnak, kivéve a Hold szoros megközelítését (r 
< 0.0004 CSE). (a) T = 400 nap, 36 000 000 részecske. (b) T = 1300 nap, 64 000 000 
részecske. A Föld a középpontban van, a Holdat, valamint az L4 és L5 pontokat piros, 




Végezetül megjegyzem, hogy egy részecske dinamikus kontrollja nem csak a 
szökésének megakadályozását célozhatja meg. Elképzelhető olyan helyzet is, amikor 
inkább a szökés a cél, mintsem hogy a Föld vagy a Hold közelében tartsuk az 
űreszközt. Képzeljük el, hogy egy fenyegető aszteroidát kell távozásra kényszeríteni a 
lehető legkevesebb energiafelhasználással. Azonnal adódik a megoldás, hogy toljuk le 
a fázistér szálas szerkezetéről a fehér tartományba (1.6. és 1.7. ábra). További 
szimulációim, amelyeket itt nem mutattam be, bizonyítják, hogy az L5 pont 
környezetéből leszakadó részecskék a Földéhez közeli pályán keringenek a Nap körül. 
A KFT-k és az általam alkalmazott káoszkontroll ezt is tudja modellezni, mind a 
síkbeli, mind a térbeli Nap-Föld-Hold-aszteroida rendszerben, de értekezésemben ezt 
nem vizsgáltam. 
 Azt is megmutattam, hogy a LEO-ról az LLO-ra való eljutás energiaigénye az 
itt bemutatott módszerrel közel ugyanaz, mint a WSB módszerrel, de a röpülési idő 
lényegesen kisebb, körülbelül a harmada a WSB-ének. 
 A föntiekben ismertetett káoszkontroll megvalósítható - akár napenergiával 
működtetett – ionmeghajtással (Jahn 2006), ami ugyan folyamatosan, de nagyon kis 
erőkifejtést igényel (mikronewton nagyságrendben). Igaz, hogy ekkor hosszabb a 
beavatkozás ideje, mint a rakétameghajtás esetén, de az ionmeghajtás sokkal jobb 
hatásfoka jelentősen csökkenti a költségeket, és pontosabb is, mint egy lökésszerű 
tolóerő alkalmazása. A Föld és Hold viszonylatában a megnövekedett repülési idő 
miatt e módszer nem alkalmas emberi utazásra, de egészen más a helyzet a 
bolygóközi űrutazás esetén, ahol lényegesen lecsökken a hagyományos és az 
energiatakarékos űrutazás időtartamában megmutatkozó különbségnek (ha egyáltalán 
van ilyen) a jelentősége (Brophy & Rogers 2000). 
 E káoszkontrollt nemcsak égi mechanikai problémákra lehet alkalmazni, 
hanem egyéb tudományterületeken is, például a mérnöki gyakorlatban vagy a 
biofizikában, ahol egy kaotikus jelenség mögött időfüggő matematikai modell 
húzódik meg. Az égi mechanikában pedig további kihívás lehet például a Marsra vagy 





2. A Föld-Hold rendszer L5 pontja körüli 




A dolgozat 1. részében láttuk, hogy a Föld-Hold rendszer L4 és L5 Lagrange-pontjai a 
tömegarányok miatt elméletileg lineárisan stabilak, mivel Q = mHold/(mHold + mFöld) = 
0,012195 < Q* = 0,03852, ezért a megfelelő sebességvektorral érkező bolygóközi 
porrészecskéket csapdába tudják ejteni. A Nap gravitációjának perturbáló hatása 
azonban kisöpörheti e Lagrange-pontok környékéről a porrészecskéket, ezért 
lehetséges, hogy mégsem tud összegyűlni körülöttük bolygóközi anyag. Az 1. 
fejezetben a Nap-Föld-Hold-részecskéből álló kétdimenziós modellt vizsgáltam. E 
szimulációk megmutatták, hogy az L5 pont körül a részecskék mozgása kaotikus, a 
jelenség tranziens káosz, és vannak részecskék, amelyek még 10
6 
napig sem szöknek 
el az L5 pont környékéről. Ezért lehetséges, hogy bár csillagászati időskálán nem 
maradandóak a befogott részecskék, de rövidebb időskálán van sok, hosszú ideig az 
L5 pont közelében maradó részecske. A kétdimenziós modell vizsgálata után adódott 
az ötlet, hogy megvizsgáljam a háromdimenziós modellt is, ami kapcsolatba hozható 
egy már ismert, de a csillagászok körében vitatott jelenséggel, a Kordylewski-
porholddal. 
 1961-ben a lengyel csillagász, Kazimierz Kordylewski talált két fénylő foltot a 
Föld-Hold rendszer L5 pontja közelében, amelyeket - feltételezése szerint - az ott 
összegyűlt bolygóközi por okozott (Kordylewski 1961). Azóta e feltételezett alakzatot 
Kordylewski-porholdnak (KPH) hívják. Mind a mai napig nagyon kevés 
számítógépes szimuláció született a KPH kialakulásának és jellemzőinek vizsgálatára 
(Slíz et al. 2015, 2017, Salnikova et al. 2018). E hiányt is pótolandó, számítógépes 
modellezéssel tanulmányoztam a korlátozott négytest-problémát (K4TP), ami 
esetünkben három nagy tömegű égitestből, a Napból, a Földből és a Holdból, 
valamint egy kistömegű részecskéből áll. E programot összesen 1 860 000 részecskére 
egyenként futtattam le. Az volt a célom, hogy megvizsgáljam azon részecskehalmaz 
méretét és alakját, amely az adott integrációs idő alatt nem szökik el a L5 pont 
környezetéből. A szimuláció kezdeti időpontját úgy választottam meg, hogy az 




2.2. A számítógépes modell 
 
A Föld-Hold rendszer L5 pontja környezetének vizsgálatára (2.1. ábra) a Napból, a 
Földből, a Holdból és egy részecskéből (a továbbiakban részecske) álló 
háromdimenziós baricentrikus négytest-modellt alkalmaztam. A Napnak, a Földnek és 
a Holdnak a Naprendszer baricentrikus ekliptikai derékszögű koordináta-rendszerében 
felírt kezdő hely- és sebességkoordinátáit a kétdimenziós modellhez hasonlóan a 
NASA JPL adatbázisából vettem. E koordinátákat (valamint az L5 pont 
kezdőkoordinátáit) átszámítottam a Nap-Föld-Hold-részecske rendszer baricentrikus 
koordináta-rendszerébe. Valamennyi további számítást e Nap-Föld-Hold-részecske 
baricentrikus háromdimenziós derékszögű ekliptikai koordináta-rendszerben 
végeztem. Az eredmények megjelenítése viszont a jobb érthetőség kedvéért mindenütt 
geocentrikus derékszögű ekliptikai koordináta-rendszerben történt. 
 Tekintettel arra, hogy a modell háromdimenziós, részletesen leírom az L5 pont 
koordinátáinak kiszámítását: 
 
1. A Hold pályájának a NASA JPL adatbázisából vett adatai alapján 
kiszámítottam a felszálló csomó hosszát és az inklinációt a Föld egyenlítői 
síkjához képest. 
2. A Hold ekliptikai koordinátáit átszámítottam egyenlítőibe, majd kétszer 
elforgattam azokat: először a felszálló csomó hosszával a z tengely körül, majd 
a Föld egyenlítői síkjához képest számított inklinációval beforgattam az x 
tengely körül a Föld egyenlítői síkjába. 
3. A Föld egyenlítői síkjában kiszámítottam az L5 pont koordinátáit és sebességét 
a Hold koordinátáinak 60 fokos elforgatásával az óramutató járásával 
megegyező irányban. 
4. Végül e koordinátákat visszaforgattam (először a Föld egyenlítői síkjához 
képest számított inklinációval az egyenlítői síkba az x tengely körül, majd a 
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 az egyetemes gravitációs állandó, m1, m2, m3 és m4 a 
Nap, a Föld, a Hold és a részecske tömege, r12, r13, r14, r23, r24 és r34 a Nap-Föld, Nap-
Hold, Nap-részecske, Föld-Hold, Föld-részecske és Hold-részecske közti távolság 
baricentrikus ekliptikai derékszögű koordináta-rendszerben (2.1. ábra). A (2.1) 
deriválásából kapott másodrendű nemlineáris differenciálegyenlet rendszert (2.2) 
elsőrendű differenciálegyenlet rendszerré alakítottam, amit Runge-Kutta módszerrel 
oldottam meg. A mozgásegyenleteket dimenziótlanítottam, a hosszegység 1 CSE = 
149597870.66 km, az időegység 86400 s (= 1 nap) volt. Az integrálást Runge-Kutta-
Fehlberg 7(8) integrátorral végeztem (Fehlberg 1968), ahol az aktuális lépés hosszát 






2.1. ábra: A vizsgált négytest-probléma tömegeinek (Nap, Föld, Hold, P: részecske) 
helyvektorai háromdimenziós baricentrikus derékszögű ekliptikai koordináta-
rendszerben. Az x-y sík az ekliptika síkja, az x tengely a tavaszpont felé mutat, r12, r13, 
r14, r23, r24 és r34 a Nap-Föld, Nap-Hold, Nap-részecske, Föld-Hold, Föld-részecske és 
Hold-részecske közti távolság. A részecske az L5 Lagrange-pont V környezetében van 
(2.1. táblázat). A méretek és távolságok nem arányosak. 
 
Egy részecskét befogottnak (nem-elszökőnek) tekintettem, ha 3650 napig nem hagyta 




E000 zzyyxxr  , x0, 
y0, z0, xE0, yE0, zE0 pedig a részecske és a Föld kezdőkoordinátái a t0 kezdőidőpontban, 
D pedig a gömbhéj vastagsága. Amikor a KPH-at akarom modellezni az L5 pont 
körül, akkor természetesen nem elegendő a részecskéket egyetlen t0 kezdőidőpontban 
indítani. Valójában folyamatos befogást kellene modellezni egy olyan közegben, 
amelyben nem ismerjük a részecskéknek sem a sűrűségét, sem a sebességvektorát, 
azonban e modell így nem építhető fel. Ezért a következőképpen jártam el: egy adott 
t0 időpontban megoldottam a mozgásegyenletet 1 860 000 részecskére, amelyeknek a 
kezdő hely- és sebességkoordinátáit a fázistér L5 körüli V tartományában egyenletesen 
osztottam el (2.1. táblázat). A V tartományt 41-41 egyenlő részre osztottam fel az x, y 
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és z irányokban, és 3-3 egyenlő részre a vx, vy és vz sebességtartományban. Az így, 
egyszeri befogással kapott nem-elszökött részecskék egy úgynevezett "egyedi 
porfelhő"-t képeztek. Ezt megismételtem 28-szor, 28 különböző t0 kezdőidőpont 
esetén. Végül az így kapott 28 egyedi porfelhőt egyesítettem, és így kaptam egy 
úgynevezett "egyesített porfelhő"-t, ami jól közelítette a KPH struktúráját. 
 
2.1. táblázat: A V tartomány. x0,L5, y0,L5, z0,L5, vx0,L5, vy0,L5, vz0,L5 jelzi a kezdeti t0 
időpontban az L5 pont számított hely- és sebességkoordinátáit. A tartomány mérete, 
ahonnét a részecskék indultak, 0.0008 × 0.0008 × 0.0008 hely, és 0.00006 × 0.00006 
× 0.000006 a sebességtartományban az L5 pont körül.  
A hosszegység 1 CSE = 149597870.66 km, az időegység 86400 s (= 1 nap). 
 
x0 y0 z0 
{x0,L5 – 0.0004, 
x0,L5 + 0.0004} 
{y0,L5 – 0.0004, 
y0,L5 + 0.0004} 
{z0,L5 – 0.0004, 
z0,L5 + 0.0004} 
vx0 vy0 vz0 
{vx0,L5 – 0.00003, 
vx0,L5 + 0.00003} 
{vy0,L5 – 0.00003, 
vy0,L5 + 0.00003} 
{vz0,L5 – 0.000003, 
vz0,L5 + 0.000003} 
 
A (2.2) mozgásegyenletben a részecskére ható erők közül csak a nagy égitestek (Nap, 
Föld, Hold) gravitációs erejét vettem figyelembe, elhanyagolva a Napból származó 
sugárnyomást és a Poynting-Robertson (P-R) effektust. Az alábbiakban megmutatom, 
hogy ez az elhanyagolás jogos volt. Inerciarendszerben egy gömb alakú, A geometriai 
keresztmetszetű porrészecskére ható FP-R Poynting-Robertson erő és a 





















 1prrad ,       (2.4) 
 
ahol v a részecske sebességvektora, S, c és Qpr a napenergia fluxussűrűsége, a 
vákumbeli fénysebesség és a sugárnyomás együtthatója, s  a Nap irányába mutató 
egységvektor, r  pedig a részecske sugár irányú sebessége. Burns és munkatársai 
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(1979), valamint Liou és munkatársai (1995) vizsgálták a sugárnyomásból származó 
erő és a gravitációs erő hányadosát, és arra a következtetésre jutottak, hogy a néhány 
µm-nél nagyobb sugarú részecskékre a gravitációhoz képest a sugárnyomás hatása 
elhanyagolható. Másrészről a nagyon kicsi (0,01 µm-nél kisebb sugarú) részecskékre 
gyakorlatilag elhanyagolható a sugányomás, mert a karakterisztikus sugárzás 
hullámhossza túl nagy ahhoz, hogy a részecske elnyelhesse, vagy szórhassa. A 
sugárnyomás hatása a 0,1 és a 0,5 µm közötti sugarú részecskékre a maximális, és 
bizonyos anyagoknál akár felül is múlhatja a gravitációs erőét. Ezért az e 
mérettartományba eső részecskék esetében számításba vettem a Nap, a Föld és a Hold 
Fgr gravitációs erejét, az FP-R Poynting-Robertson erőt, valamint a sugárnyomásból 
származó Frad erőt. 
 
2.3. Szimulációs eredmények 
 




sűrűségű részecske esetén a (2.3)- és (2.4)-beli Qpr értéke 1 
(Burns et al. 1979), a napenergia fluxussűrűsége 1 CSE távolságra a Naptól S = 1.361 
kW/m². Felhasználva ezen értékeket, elindítottam egy szimulációt 2017. augusztus 19. 
01:14 (UT) időpontra (2.2. ábra) a (2.3) és (2.4) szerinti erők meghatározása 
érdekében. A 2.2. ábra alapján m = 10
-14
 kg részecsketömeg és r = 1 µm 
részecskesugár fölött a gravitációs erő dominál az FP-R és Frad erőkhöz képest, ami 






2.2. ábra: A Napnak, a Földnek és a Holdnak egy m tömegű és r sugarú részecskére x 
irányban ható Fgr gravitációs ereje (folytonos vonal), valamint a részecskére ható FP-
R Poynting-Robertson erő és Frad sugárnyomási erő eredője (szaggatott 
vonal)vonatkozóan. (A) m = 10
-17 
kg, r = 0.1 µm, (B) m = 10
-14
 kg, r = 1 µm, (C) m = 
10
-11
 kg, r = 10 µm. y irányban hasonló a helyzet, míg z irányban az Fgr mindig 
nagyobb, mint FP-R + Frad. 
48 
 
A 2.2. ábráról megállapítható, hogy mind a sugárnyomás, mind a P-R effektus 
elhanyagolható a gravitációs erőhöz képest az 1 µm-nél nagyobb sugarú részecskék 
esetében (Burns et al. 1979), míg a 0,1 és 0,5 µm közötti sugarú részecskék elég 
hosszú idő után kisodródnak az L5 pont környezetéből. Ennélfogva jogosan 
hanyagoltam el a sugárnyomást és a P-R effektust a rövid távú szimulációimban. 
 Hogy szemléletesebben bemutathassam az L5 pont környezetében befogott 
részecskék viselkedését, kétféle szimulációt végeztem: Egyrészt vizsgáltam az egyedi 
porfelhőket (2.3. ábra), másrészt a 28 egyedi porfelhő összegzéséből kapott egyesített 




2.3. ábra: A 2007. augusztus 22-én az L5 pont körüli V tartományból t0 = 01:14 (UT)-
kor indított, 3650 napig nem-elszökő 1 860 000 részecske geocentrikus derékszögű 
ekliptikai koordináta-rendszerben felírt (A) kezdőkoordinátái (fekete pontok). 
Ugyanezen részecskék helyzete (fekete pontok, egyszeri befogás, egyedi porfelhő) (B) 
28 nap, (C) 1460 nap, (D) 3650 nap után, Föld: fekete pont (az ábra középpontja), L5 
pont: ×, Hold: ×. A fekete pontok azt jelentik, hogy azokban a látóirányokban van 






2.4. ábra: Egyesített porfelhő 2017. augusztus 19-én 01:14 (UT)-kor geocentrikus 
derékszögű ekliptikai koordináta-rendszerben az (A) x-y, (B) x-z és (C) y-z síkon. Az x 
tengely a tavaszpont felé mutat. Az egyesített porfelhő 28 egyedi porfelhő 
összegzéséből áll. Az 1. és 28. (utolsó) egyedi porfelhőt a 2017. július 22-én 01:14-
kor, illetve 2017. augusztus 19-én 01:14 befogott részecskék (egyedi porfelhők) 
összegzése adja. A Föld: fekete pont (az ábra középpontja), az L5 pont: fehér ×, a 
Hold: szürke ×. A fekete pontok azt jelentik, hogy azokban a látóirányokban van 
legalább egy részecske. 
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A 2.3A ábra az L5 pont V környezetéből (2.2. táblázat) t0 = 2007. augusztus 22-én 
01:14 (UT) indított, 3650 napig nem-elszökő részecskék (egyedi porfelhő) 
kezdőkoordinátáit mutatja. A különböző sebességgel indított részecskék sávos 
szerkezetet mutatnak. 
 
2.2. táblázat: A Nap, a Föld, a Hold és az L5 Lagrange-pont kezdeti hely- és 
sebességkoordinátái JD (Julián Dátum) = 2454334.551388889 (t0 = 2007. augusztus 
22. 01:14) epochára a Naprendszer baricentrikus derékszögű ekliptikai koordináta-
rendszerében. 
 
 Nap Föld Hold L5 
x0 9.89064506439·10
-4 8.63460958478·10-1 8.62561153408·10-1 8.60014696739·10-1 
y0 4.79551112169·10
-3 -5.23821122588·10-1 -5.26322325096·10-1 -5.25595972412·10-1 
z0 -8.46186157880·10
-5 -7.42767578913·10-5 -3.19424502122·10-4 -20.32052829728·10-5 
vx0 -6.29333313514·10
-6 8.69770645083·10-3 9.23752578541·10-3 8.83334922571·10-3 
vy0 1.78203510719·10
-6 1.46071837598·10-2 1.44379050852·10-2 1.40409884013·10-2 
vz0 9.93532611289·10
-8 -2.25010504022·10-7 4.85276997524·10-6 -428.02367943715·10-7 
 
A 2.3B ábra az ugyanazon részecskékből álló, L5 pont körüli egyedi porfelhőt mutatja 
28 nappal később, 2007. szeptember 19-én 01:14-kor. A részecskék nem hagyták el az 
L5 pont környezetét, a sávos szerkezet itt is megfigyelhető, de a porfelhő erőteljesen 
szétterjedt és homogénebbé vált. 
 A 2.3D ábra az L5 pont környékéről indított, el nem szökő részecskéket 
ábrázolja 3650 nappal (10 évvel) később, 2017. augusztus 19-én 01:14-kor. Az L5 
pont a Hold pályája mentén hosszan elnyúlt porfelhő vezető csúcsában van, a 
leszakadó részecskék halmaza hasonló alakot vesz fel, mint egy üstököscsóva. A 2.3D 
ábra a porfelhőt mutatja 2017. augusztus 19-én 01:14-kor, a szimuláció végén, ami 
megegyezik a 3. fejezetben ismertetendő polarimetriai mérés időpontjával (Slíz-
Balogh et al. 2019). 
 A 2.4. ábra a t0 = 2017. július 22. és t0 = augusztus 19. között befogott, 28 
egyedi porfelhőből összeálló egyesített porfelhőt mutatja. A 2.3D ábrához hasonlóan 
itt is megfigyelhető, hogy a leszakadó részecskék halmazának alakja üstököscsóvához 
hasonló. A halvány ívet formázó részecskehalmaz tagjai a V tartomány széléről 
indítva kerültek befogásra az L5 pont körül. Az egyesített porfelhő mérete a z irányban 
körülbelül fele akkora, mint az x vagy y irányban. 
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 A 2.5. ábra úgy mutatja az egyesített porfelhőt, mintha a Földről néznénk. A 
látóirány menti részecskesűrűség annál nagyobb, minél sötétebb a szürke árnyalat. 
Attól függően, hogy hány nappal korábban történt a részecskék befogása, kétfajta 
struktúrát különböztethetünk meg: (i) A 2.5A ábra az 1-28 nappal korábban befogott 
részecskékből álló egyesített porfelhőt mutatja 2017. augusztus 19-én 01:14-kor. (ii) 
A 2.5B ábra az 1-5, 8-18 és 21-28 nappal korábban befogott részecskékből álló 
egyesített porfelhőt szemlélteti 2017. augusztus 19-én 01:14-kor. E porfelhő 
határozottan sávos szerkezetű, az L5 pont körül legalább 6 sáv különböztethető meg. 
(iii) A 2.5C ábra a 6, 7, 19 és 20 nappal korábban befogott részecskékből álló 














2.5. ábra: A Föld-Hold rendszer L5 pontja (fehér pont) körül összegyűlt részecskék 
sűrűségeloszlásának számítógépes szimulációja derékszögű ekvatoriális koordináta-





 (függőleges). A vízszintes és függőleges tengely a rektaszcenziót 
(RA) és deklinációt (DE) követi. (A) 1-28 nappal korábban befogott egyedi 
porfelhőkből álló egyesített porfelhő 2017. augusztus 19-én 01:14-kor. (B) Az (A)-hoz 
hasonlóan kapott, de ezúttal 1-5, 8-18 és 21-28 nappal korábban befogott egyedi 
porfelhőkből álló egyesített porfelhő. (C) Az (A)-hoz hasonlóan kapott, ezúttal a 6, 7, 
19 és 20 nappal korábban befogott egyedi porfelhőkből álló egyesített porfelhő. Minél 
sötétebb a szürke árnyalat, annál nagyobb a részecskesűrűség. 
 
A porfelhő 2.5C ábrán feltűnő összehúzódása jobban látható a 2.6. ábrán, ami három, 
összesen 927 részecskéből álló egyedi porfelhő kontrakcióját mutatja a z irányban, 6-7 
és 19-20 nappal az indítás (2017. július 28., augusztus 1. és 7. 23:00) után. Minden 
részecske pályája szinuszos a z irányban is, ugyanazzal a periódussal, mint az x és y 
irányokban, a Hold keringési idejével megegyezően. Mindhárom egyedi porfelhő 






2.6. ábra: Három, különböző t0 időpontban indított egyedi porfelhő részecskéinek z 
irányú kitérése a t idő függvényében t = 0-tól 28 napig, geocentrikus derékszögű 
ekliptikai koordináta-rendszerben (2.1. ábra). (A) t0 = 2017. július 28. 23:00 (UT), 
(B) t0 = 2017. augusztus 1. 23:00, (C) t0 = 2017. augusztus 7. 23:00. Mindhárom 
esetben két összehúzódás figyelhető meg a z irányban, 6-7 és 19-20 nap környékén. 
Ezek az összehúzódások okozzák a 2.4C ábrán látható sűrű, hosszan elnyúló, szivar 
alakú porfelhőt augusztus 8-9 és 21-21-én, míg más napokon kevésbé sűrű, sávos 
szerkezet mutatkozik (2.4B ábra). 
 
2.4. A szimulációs eredmények elemzése és értelmezése 
 
Három klasszikus analitikai módszert ismerünk a háromtest-probléma egyes speciális 
eseteire (Szebehely 1967, Rajnai et al. 2014). Érdi és Czirják (2017) analitikus 
megoldást talált a négytest-probléma egy speciális esetére. Azonban az általános, 
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főleg a háromdimenziós esetet is figyelembe vevő négytest-probléma csak 
numerikusan oldható meg. 
 A Föld-Hold rendszer L4 és L5 Lagrange-pontjai stabilitásának kiemelkedő 
szerepe lehet. Alkalmasak arra, hogy űrhajók, műholdak vagy űrtávcsövek minimális 
üzemanyagfogyasztású parkolóhelyei legyenek (ennek ellenére jelen pillanatban nincs 
a Naprendszer egyik L4 vagy L5 pontjában sem űreszköz), átszálló állomásai lehetnek 
a Marsra vagy más bolygókra történő űrküldetéseknek és/vagy a bolygóközi 
szupersztrádának. A Föld-Hold rendszer Lagrange-pontjai dinamikájának vizsgálata 
fontos lehet az űrhajózás biztonságának szempontjából is. Mivel e pontok 
vizsgálatánál nem tekinthetünk el a Nap gravitációs hatásától, számítógépes modellel 
kell tanulmányozni a négytest-problémát, mint ahogyan én is tettem. 
 Bár a 2.3. és 2.4. ábrák jól mutatják az egyedi és egyesített porfelhők méretét 
és alakját, nem mondanak semmit a részecskesűrűségről. Ezért elkészítettem az 
egyesített porfelhő egy olyan modelljét is (2.5. ábra), ahol a porfelhőt a Földről eredő 
látóirány mentén egyenletesen cellákra osztottam, és e cellákat a szürke különböző 
árnyalataival színeztem attól függően, mennyi részecske esett egy adott cellába. Az 
egyesített porfelhő látóirányú szerkezete (2.5A ábra) két, jól elkülöníthető részből áll: 
(i) egy kiterjedt, kevésbé sűrű, sávos (2.5B ábra), és egy keskenyebb, hosszan elnyúló, 
sűrűbb halmazból (2.5C ábra). Az egyedi porfelhő sávjainak hossza periodikusan 
változik (összhangban a Hold keringési periódusával), attól függően, hogy hány 
nappal korábban történt a részecskék befogása. Befogás után az egyedi porfelhő 
elkezd összehúzódni a sávok irányában, amelyek hossza 6-7 nap után lesz minimális, 
a részecskesűrűség pedig maximális. Azután megint elkezd tágulni, és újabb 6-7 nap 
elteltével a sávok megint elérik maximális hosszukat. Az egyedi porfelhő sávjainak 
hossza periodikusan változik, összhangban azzal, hogy ha a befogás 6, 7, 19 vagy 20 
nappal korábban történt, a hosszan elnyúló, nagy részecskesűrűségű egyedi porfelhő 
fog dominálni (2.5A és 2.5C ábra). Ha 6, 7, 19 vagy 20 nappal korábban nem történt 
anyagbefogás, akkor az egyesített porfelhő úgy fog kinézni, mint ahogyan a 2.5B 
ábrán látható. 
 A holdpálya inklinációja a Föld egyenlítői síkjához képest 2017. augusztus 19-
én 19,4
o
 volt, ami megegyezik az elnyúlt porfelhő hosszirányú tengelyének 
vízszintessel bezárt szögével (2.5C ábra). A sávok függőlegessel bezárt szöge (2.5B 
ábra) azonos a földi egyenlítő ekliptikával bezárt szögével (23,44
o
). Ez azt jelenti, 
hogy a porhalmaz sávjai merőlegesek az ekliptikára, míg a hosszan elnyúlt alak 
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párhuzamos a holdpálya síkjával, és a porhalmaz e két alakot váltogatva húzódik 
össze, forog és csavarodik. 
 A 2.6. ábrán bemutatott jelenség az egyedi porfelhő periodikus összehúzódása 
az ekliptikai koordináta-rendszer z tengelyének irányában. Tekintettel arra, hogy a 
porfelhő részecskéinek mozgása kaotikus (Slíz et al. 2015, 2017), mint ahogyan a 
dolgozatom 1. fejezetében már megmutattam, feltehetően egy kaotikus halmaz áll 
ezen jelenség hátterében is, de ennek vizsgálata és magyarázata nem tárgya a jelen 
dolgozatomnak. 
 Szimulációim szakaszos anyagbefogást modelleztek. De a valóságban távolról 
sem ez a helyzet. Például egy nagyobb meteorzáporkor a befogott részecsék száma 
nagyobb, máskor sokkal kisebb is lehet. Ezért a 2.5. ábrán látható sávok, amelyeket a 
napokkal korábban különböző sebességgel érkező befogott részecskék alakítanak ki, 
egyáltalán nem biztos, hogy mindig jelen vannak. Néhány sáv hiányozhat, mások 
sűrűbbek vagy ritkábbak lehetnek. Az egyesített porfelhő alakja és szerkezete 
viszonylag rövid idő alatt is változhat a befogás időpontjától és az egyedi porfelhők 
méretétől függően. 
 A következő fejezetben ismertetendő képalkotó polarimetriás mérések (Slíz-
Balogh et al. 2019) megerősítették a 2.5B ábrán látható struktúrát. A szembeszökő 
egyezés azt mutatja, hogy 6, 7, 19 vagy 20 nappal a polarimetriás méréseket 
megelőzően nem volt jelentős részecskebefogás, viszont a többi napon igen. 
 A 2.5B és 2.5C ábrán látható kétféle egyesített porfelhő érdekes egyezést 
mutat azzal a kétféle típusú gegenschein jelenséggel, amit Moulton (1900) ismertetett: 
(i) egy nagy és kerek (2.5B ábra), vagy (ii) hosszan elnyúló (2.5C ábra), amelyek pár 
napos időskálán változnak, teljes megegyezést mutatva a szimulációimmal. 
 Modellezéseim megmutatták, hogy a 20-25 napnál régebben befogott 
részecskék már nem járulnak hozzá a porfelhő szerkezetéhez, mert ennyi idő elteltével 
a por finoman szétterül, ezért 28 napnál korábban befogott egyedi porfelhőket nem 
vizsgáltam. Ami azt is jelenti, hogy ha sávokat látunk, az 20-25 napnál nem régebbi 
befogást feltételez. 
 Feltételezem, hogy az L5 pont körül szimulációval kapott részecskehalmaz 
(egyesített porfelhő, 2.5. ábra) azonos azzal, amit Kordylewski (1961) fényképezett. 
Salnikova és munkatársai (2018) mutattak egy másik számítógépes modellt az L5 pont 
körüli porfelhő lehetséges képződésére, és ők is arra a következtetésre jutottak, hogy 
az L5 pont körül lehetséges a por összegyűlése. 
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 Bár szimulációimat az égitestekhez képest elhanyagolható tömegű 
részecskékre végeztem, az eredmény ugyanaz 10
6
 kg részecsketömegig (Slíz et al. 
2015), ha eltekintünk a részecskék egymásra gyakorolt gravitációs hatásától. Ez azt 
jelenti, hogy akár sziklaméretű aszteroidák is keringhetnek az L5 pont körül hosszú 
ideig. 
 A Kordylewski-porholdat (KPH) képalkotó polarimetriával sokkal nagyobb 
eséllyel lehet észlelni, mint fotometriával. Ezért tartom elképzelhetőnek, hogy a KPH-
t nem látták a korábbi nagy fotometriai égboltfelmérések, sem az infravörös 
tartományban égboltfelmérést végző IRAS 
(https://lambda.gsfc.nasa.gov/product/iras/docs/exp.sup/toc.html), sem a COBE 
(https://science.nasa.gov/missions/cobe), főleg, ha nem kimondottan a KPH keresése 
volt a céljuk. Továbbá, mivel a nagyobb hullámhosszak kevésbé szóródnak, mint a 
rövidebbek, és a KPH-t a poron szóródó fény segítségével lehet észlelni, a KPH 
fotometriai megfigyelése nehezebb az infravörös tartományban, mint a láthatóban. 
Végezetül az, hogy a korábbi csillagászati égboltfelmérések (például IRAS, COBE) 
nem észlelték fotometriai úton a KPH-t, egyáltalán nem zárja ki a létezését. A 
következő fejezetben megmutatom, hogyan sikerült nekünk képalkotó polarimetriával 
észlelni (Slíz-Balogh et al. 2019) a KPH-t. Azt is meg kell jegyezni, hogy a korábbi 
fotometriai felmérések célja teljesen más volt, mint a KPH észlelése. Amennyiben e 
missziók fotometriai mérései során nem törekedtek arra, hogy kimondottan a KPH-t 
keressék, akkor az észlelés esélye nagyon kicsi, gyakorlatilag nulla volt. 
 Hasonló történt a földi légkör 4. polárosan semleges pontjának detektálásával. 
E pont létezését David Brewster előre jelezte az 1840-es években, miután fölfedezte a 
3. neutrális pontot, amit róla neveztek el (Brewster 1842). Azonban a 4. neutrális 
pontot csak nagy magasságból (a Föld felszínétől számítva > 1 km) lehet észlelni, ami 
ugyancsak megnehezítette a megfigyelését. Így alakult, hogy csak 2002-ben történt 
meg a 4. neutrális pont tudományosan dokumentált megfigyelése (Horváth et al. 
2002). 2002-ben lőtték fel a POLDER nevű, műholdra szerelt képalkotó polarimétert, 
aminek az volt a feladata, hogy éveken keresztül rögzítse a földfény polarizációs 
mintázatát. A 4. neutrális pont polarizációs nyomának benne kell lennie a POLDER 
misszió polarimetriai adatbázisában. Amennyiben a POLDER kutatói keresték volna a 
4. neutrális pontot, bizonyára meg is találták volna a nagy magasságban mért 
polarizációs mintázatok adatbázisában, mint ahogyan Horváth és munkatársai (2002) 
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A csillagászok számára az információk nagy része fény útján érkezik. Bár a fény 
transzverzálisan poláros elektromágneses hullám (Azzam & Bashara 1992), a 
csillagászati információk zömét olyan távcsövek szolgáltatják, amelyek az 
égitestekről érkező fénynek csak a spektrumát (intenzitás és szín) mérik egy 
korlátozott hullámhossz-tartományban, de lineáris és cirkuláris/elliptikus polarizációt 
nem vizsgálnak. A távcsövek nagy részének a polarizáció-érzéketlensége miatt sok 
értékes csillagászati információ földerítetlen, kihasználatlan marad. 
 Szerencsére azonban azért akad néhány távcső, amelyet felszereltek lineáris 
és/vagy cirkuláris polárszűrőkkel, és meg tudják mérni a távoli égitestekről érkező 
fény polarizációs sajátságait is, nemcsak a spektrumát. A hozzánk legközelebb eső, 
félig csillagászati jellegű égi jelenség a Föld légkörének polarizálatlan (polarizációsan 
semleges) pontjai, nevezetesen az Arago, a Babinet, a Brewster és a negyedik 
neutrális pont, amelyeket először 1809-ben (Arago 1811), 1840-ben (Babinet 1840), 
1842-ben (Brewster 1842, 1847) és 2001-ben (Horváth et al. 2002) észleltek. 
Napjainkban az égbolt e pontjait képalkotó polarimetriával vizsgálják, ami kiválóan 
alkalmas technika az optikai környezetünkbeli kiterjedt polarizációs jelenségek 
megfigyelésére (Horváth & Varjú 2004, Horváth 2014). A képalkotó polarimetria 
további megfigyelési célpontja a Nap, a Naprendszer bolygói és holdjai (Gehrels 
1974, Können 1985, Belskaya et al. 2012). Bár a közvetlen napfény polarizálatlan, a 
napkorona részlegesen polarizált a napfénynek a naplégkör elektronjain történő 
Compton-szóródása következtében (Können 1985). A napkorona polarizációs 
mintázatát úgy lehet mérni, hogy a Nap fényes korongját mesterségesen kitakarják 
egy átlátszatlan koronggal, vagy amikor a Hold eltakarja teljes napfogyatkozáskor 
(Können 1985, Horváth & Varjú 2004). A bolygók és holdak részlegesen poláros 
fényt vernek vissza, aminek polarizációs jellemzőiből következtetni lehet a légkör és a 
felszín olyan változásaira és tulajdonságaira is, amelyek el vannak rejtve a 
polarizációra nem érzékeny távcsövek elől. További messze fekvő polarizációs 
célpontok a különféle változócsillagok, üstökösök, galaxisok és ködök, amelyek fénye 
szintén többé-kevésbé vagy már eredendően poláros, vagy a tőlük érkező fény az útja 
során polarizálódik a csillag- és/vagy bolygóközi mágneses tér hatására (Gehrels 
59 
 
1974, Marin et al. 2012, Hadamcik et al. 2014, Reig et al. 2014, Ivanova et al. 2015, 
Marin et al. 2015, Zejmo et al. 2017). 
 E példák is jól mutatják a polarimetria hasznosságát a csillagászat számára, 
aminek vizsgálati tárgya a Föld légkörének polarizációsan semleges pontjaitól kezdve 
a legtávolabbi ködökig és galaxisokig terjed. Azonban messzebb, mint a légkör 
semleges pontjai, de közelebb, mint a Nap, van két rejtélyes égi objektum, amelyek 
szintén jól vizsgálhatók polarimetriával, és amelyek közül az egyik a Föld-Hold 
rendszer L5 Lagrange-pontja környékén lévő Kordylewski-porhold (KPH). A Föld-
Hold rendszer másik trianguláris Lagrange-pontja, az L4 körül is föltételezhetően van 
porhold, de ezt még nem észlelte senki (Steg & De Vries 1966, Szebehely 1967, 
Danby 1992). Annak ellenére, hogy 1961-ben Kazimierz Kordylewski lengyel 
csillagász fotografikusan észlelte a porfelhőt az L5 pont környékén, és készültek is 
olyan fotometriai felvételek a Föld északi féltekéjéről, amelyek megerősítették a KPH 
létezését (Simpson 1967), sok csillagász mind a mai napig kételkedik a KPH 
létezésében (Roosen et al. 1967, Bruman 1969, Valdes & Freitas 1983, Igenbergs et 
al. 2012). A szkeptikusok azt mondják, hogy a KPH nem létezhet, mert a Nap 
gravitációs erejének, a napszélnek és a többi bolygónak a perturbáló hatása erős 
destabilizáló hatást fejt ki. Ezért sok csillagász kétségbe vonja a KPH létezését és a 







3.1. ábra: Kazimierz Kordylewski (1903-1981) 1961-ben a Krakkói Egyetem teraszán 
krétával vázolja föl egy táblára azt a két halvány foltot (pontozott felhők), amelyeket 
1961-ben figyelt meg a Föld (lengyelül: Ziemia) és Hold (lengyelül: Księżyc) L5 
Lagrange-pontja közelében. 
 
Azonban minden korban vannak olyan emberek, akik meg mernek kérdőjelezni 
általánosan elfogadott dolgokat. Ilyen ember volt Kazimierz Kordylewski (1903-
1981) is (3.1. ábra). A mai kor embere fülének talán furcsán hangzik, de mindig 
hangsúlyozta az emberi szem fontosságát a vizuális megfigyelésekben. Csillagászi 
aktivitása legnagyobb hányadát ilyen, szabad szemmel történő megfigyelések 
képezték a változócsillagok és holdjaik hatására fellépő csillagfogyatkozások 
vizsgálata során. Továbbá, ő fedezte föl a T-Tauri csillagot, szintén szabad szemmel 
pásztázva az eget. E vörös csillagot korábban sohasem észlelték a rutinszerűen 
használt fotolemezeken, amelyek emulziója nem volt érzékeny a vörös fényre. 
 A később róla elnevezett porhold első megfigyeléseit is szabad szemmel 
végezte a Tátra-hegységben az 1950-es években, miután egy speciális módszerrel a 
szemét arra tréningezte, hogy egészen halvány fényléseket is láthasson a retinája 
pálcikáira alapuló szélső (perifériás) látással. 
 Miután nem sikerült a porhold létét igazolnia az akkor rendelkezésre álló 
optikai technológiákkal, amatőr csillagászok csoportjait alkalmazta a halvány 
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porholdfény létének bizonyítására a Föld-Hold rendszer L4 és L5 Lagrange-pontjainak 
számításokkal megjósolt égi helyein. Lengyel áruszállító hajókkal az Atlanti- és 
Csendes-óceán egyenlítői régióiba vitte ezen amatőr csillagászokat, akikkel először 
begyakoroltatta, hogyan lehet teljes sötétségben szabad szemmel észlelni, majd 
minden résztvevő kezébe saját égi térképet adott. Arra kérte a csillagászokat, hogy a 
térképen jelöljék be x-el azon helyeket, ahol szabad szemmel bármiféle halvány 
fénylést észlelnek. E számos független gyakorlott megfigyelő által az égbolt térképén 
bejelölt x pontok szórt halmaza a porhold igen gyér fényének kollektív bölcsesség 
szerinti átlagát mutatta ki. Ez végül a porhold égi helyének vizuális észleléséhez 
vezetett az elméletileg megjósolt hely (a Föld és Hold L5 Lagrange-pontja) közelében. 
 A Merkúr, Vénusz és Föld kivételével a Naprendszer bolygói egynél több 
holddal rendelkeznek. Kordylewski első föltételezése az volt, hogy a Földnek a Hold 
mellett lennie kell legalább még egy égi kísérőjének, ami azonban túl kicsi, s ezért 
nem figyelték meg korábban. Amikor megismerkedett Lagrange égi mechanikai 
háromtest-problémával kapcsolatos elméletével, először egy szilárd, tömör égitestet 
kezdett el keresgélni, amit a Föld-Hold L4 és L5 Lagrange-féle librációs pontjai 
ejthettek csapdába a Nap-Jupiter rendszer akkor már jól ismert görög (L4 Lagrange-
pont környéki) és trójai (L5 Lagrange-pont környéki) kisbolygóihoz hasonlóan. 
Miután szabad szemmel és fotometriával (fényképezéssel) nem észlelt egyetlen ilyen 
tömör égitestet sem, poznani szenior kollégája, Jozef Witkowski (1892-1976) 
professzor azon ötletét követte, miszerint a Föld és Hold L4 és L5 librációs pontjaiban 
apró porrészecskék gyűlhettek össze az idők folyamán. Ezután úgy döntött, hogy e 
föltételezett porhalmaz által szórt halvány fény szisztematikus keresésére 
összepontosít ideális megfigyelési körülmények között (legkedvezőbb időjárás, 
horizont alatti Hold) Lengyelország (Kasprowy Wierch) és Szlovákia (Lomnic) 
magashegyi csillagászati obszervatóriumaiban. Végül a trópusok óceáni régióiban, 
hajók legfelső emeletén, teljes éjszakai sötétségben szabad szemmel végzett 
megfigyelések bizonyultak a legeredményesebbeknek az ottani ideális asztroklímának 
köszönhetően. 
 Miután sikertelenül keresgélték a Föld-Hold rendszer L4 és L5 pontjaiban a 
tömör holdacskát, 1952-ben Witkowski professzor, a poznani Csillagászati 
Obszervatórium igazgatója a bolygóközi por lehetséges sűrűsödését jósolta e pontok 
környékén. A por becsült térfogati sűrűsége azt sugallta, hogy a megfigyeléséhez 
elegendően erős szórt fényt kelthet. Kordylewski a változócsillagok gyakorlott 
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megfigyelőjeként tudatában volt az emberi szemben rejlő bámulatos lehetőségeknek. 
Habár szemünket nem lehet fizikai mértékegységek mérésére kalibrálni, lelkesítette az 
emberi szem azon képessége, hogy eléggé érzékeny a fényintenzitás igen csekély 
eltéréseinek a megkülönböztetésére is. 
 Földi képalkotó polarimetriát alkalmazva dolgozatom e fejezetében 
bemutatom a Föld-Hold rendszer L5 pontja környékén található KPH polarizációs 
mintázatait. Megmutatom, hogy e mintázatok nem magyarázhatók semmilyen más 
optikai jelenséggel, mint például a távcsőben keletkező műtermékkel, 
cirruszfelhőkkel, repülőgépek kondenzcsíkjával, az állatövi fénnyel. Kizárva minden 
lehetséges műterméket, egyetlen lehetséges magyarázat marad: a közvetlen napfény 
polarizált szóródása az L5 pont környékén összegyűlt bolygóközi poron. Polarimetriai 
méréseimet az ELTE Biológiai Fizika Tanszék Környezetoptika Laboratóriumának 
vezetője, Horváth Gábor professzor közvetlen útmutatása és irányítása mellett 
végeztem egyik korábbi diákjának, dr. Barta Andrásnak, az Estrato Kft. igazgatójának 
AlgoNet nevű kiértékelő szoftvere segítségével. Úgy vélem, hogy sikerült 
polarimetriai bizonyítékot szolgáltatnom Kordylewski (1961) úttörő fotometriai 
megfigyeléseire. Képalkotó polarimetriai eredményeimet a dolgozatom 2. fejezetében 
a Föld-Hold rendszer L5 pontja környékén kialakult porfelhő számítógépes 
szimulációjával kapott eredmény (Slíz-Balogh et al. 2018) is megerősíti. A 
számítógépes szimuláció időpontját a méréseim időpontjához igazítottam. 
 
3.2. Alkalmazott műszerek és módszerek 
 
Mivel a KPH nagyon halvány jelenség, az egyszerű fotometria helyett szekvenciális 
(egymásutáni) képalkotó polarimetriát alkalmaztam, aminek során három polarizációs 
felvételt készítettem egymás után. A képalkotó polarimetriai méréseket a 













található saját csillagvizsgálómban végeztem (3.2. ábra). Tokina AF 300/2.8 
teleobjektívre szerelt Moravian G3-11000 ABG teljes képmezős, 7.5
o
 (vízszintes) × 
5
o
 (függőleges) látószögű, szűrőtárcsába helyezett három, egymáshoz képest 120
 o
-kal 
elforgatott áteresztési irányú, 2"-os polárszűrővel (Edmund Optics, 43-785, USA) 
fölszerelt CCD kamerát használtam. A képalkotó polarimetriai mérésre így 
alkalmassá tett teleobjektívre szerelt polárszűrőkkel a kiválasztott égterületen 
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egyenként 180 másodperces expozíciós idejű felvételeket készítettem egymás után. 
Az így készült felvételek időpontjanként a középső (2.) felvétel középidejét (az 
expozíció közepét) adtam meg. E három polarizációs felvételt az AlgoNet 
(http://www.estrato.hu/algonet) szoftverrel értékeltem ki. E program kiszámította a p 
lineáris polarizációfokot és az α polarizációszöget minden egyes képpontra a 
spektrum vörös (650 nm), zöld (550 nm) és kék (450 nm) hullámhosszain. Az 
eredményül kapott p- és α-értékeket kétdimenziós hamis színes mintázatok 
formájában jelenítettem meg külön-külön a három színcsatornában. További részletek 
a képalkotó polarimetriáról és a poláros képek feldolgozásáról például Horváth & 






3.2. ábra: A badacsonytördemici obszervatórium, ahol a dolgozatban ismertetett 
polarizációs mérések történtek. (A) A Fornax 100-as mechanikára szerelt GPU 
132/1050 lencsés, a MEADE 16" f/10 ACF tükrös távcső és a Tokina AF 300/2.8 
teleobjektív.. (B) A TOKINA teleobjektívre szerelt, szűróváltóval ellátott Moravian 
G3-11000 ABG CCD kamera, amellyel a polarizációs méréseket végeztem. 
 




) olyankor is 
készítettem polarizációs képeket, amikor (i) az égbolt felhőtlen volt, (ii) a vizsgált 
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égterületet vékony cirruszfelhő fedte, (iii) a vizsgált égterületen egy repülőgép 
kondenzcsíkja húzódott át. Fontos ellenőrző mérésként lefényképeztem ugyanazt az 
égterületet a Bika csillagképben akkor is, amikor az L5 pont nem ott tartózkodott. 
Ezzel a szórt, igen gyenge állatövi fény esetleges hatását céloztam meg kideríteni. 
 Hogy csökkentsem a zajt, a kamerát -10 
o
C-ra hűtöttem, kiszűrve a kiolvasási 
zajt (bias noise) és a sötét zajt (dark noise). A peremsötétedés okozta 
fényességingadozást egyenletes képmezőjű (flat field) referenciaképek készítésével 
küszöböltem ki. A képfeldolgozást a MaxIm DL6 szoftverrel végeztem. A 
motormeghajtású német ekvatoriális szerelésű Fornax 100 távcsőmechanikára a 
pontosabb irányítást elősegítő Telescope Drive Master (TDM)-t szereltem. 
3.3. Polarimetriai eredmények 
Több hónapos "vadászat" után (mivel Magyarországon, főleg a Balaton mellett nehéz 
holdtalan és felhőtlen, légköri turbulenciáktól és párától is mentes, teljesen derült 
éjszakákat kifogni) sikerült két egymás utáni éjszaka is észlelni az L5 pont körüli 
KPH-t. Mindkét éjszaka több felvételsorozatot is készítettem, néhány közülük nem 
volt teljesen éles, föltehetően a megfigyelési ablakban lévő pára vagy vékony 
felhőréteg miatt. E felvételeket figyelmen kívül hagytam. A 3.3. ábra mutatja a Hold 
és a Föld-Hold rendszer L5 Lagrange-pontjának helyét a Hold keringési síkjában, 




3.3. ábra: A Hold és a Föld-Hold rendszer L5 Lagrange-pontjának helye a Hold 
pályasíkjában (A) 2017. augusztus 17-én 23:29:57 UT-kor 73.0
o 
fázisszögnél, és (B) 
2017. augusztus 19-én 01:14:15 UT-kor 87.3
o 
fázisszögnél. A Földtől és a Holdtól 





A 3.4A ábra mutatja a KPH-ról képalkotó polarimetriával kapott információkat a zöld 
(550 mm) hullámhossz-tartományban 2017. augusztus 17-én 23:29:57 UT-kor. A 
színes fényképen nem látszik semmi külön fénylés. A p polarizációfok mintázaton 
feketével színezett két diffúz halmazt láthatunk, amelyekre 10 % ≤ p ≤ 20 % 
polarizációfokok jellemzőek: az egyik halmaz az L5 pont körül van, a másik a kép 
jobb felső sarkában. Ugyanez a két halmaz jól látszik az α polarizációszög-mintázaton 
is, amin piros szín jelöli a 81
o
 ≤ α ≤ 90
o 
polarizációszögű képpontokat. A vörös (650 
mm) és kék (450 mm) hullámhossz-tartományban a p- és α-mintázatok teljesen 
hasonlóak a zöld tartománybeliekkel (3.4A ábra). Nagyon fontos megjegyezni, hogy a 
helyi polarizációirányok (rövid fehér pálcikák) merőlegesek a szórási síkra (amit a 
Nap, a földi megfigyelő és a megfigyelt szórócentrum határoz meg), ami az összes 
szórási jelenségre jellemző, és ami szintén azt bizonyítja, hogy az L5 pont körül sok 
fényszóró centrum van. Ezek pedig nem lehetnek mások, mint porrészecskék. A 3.4A 
ábrán látható KPH két sűrűsödési központtal rendelkezik, hasonlóan ahhoz, amit 
Kordylewski (1961) figyelt meg. 
 A 3.4B ábra az L5 pont körüli KPH színes fényképét, p- és α-mintázatát 
mutatja úgy, ahogyan azt 2017. augusztus 19-én 01:14:15 UT-kor észleltem. A 
porhold szerkezete hasonló a 3.4A ábrán láthatóéhoz, azonban itt öt sűrűsödési 
központtal bír, azaz öt kisebb diffúz halmazból áll, amelyekben 10 % ≤ p ≤ 20 % és 
81
o
 ≤ α ≤ 90
o
. Ez azt mutatja, hogy a porhold szerkezete időben gyorsan változhat. 
Ezért a KPH dinamikus szerkezetű, mint ahogyan azt a számítógépes szimulációim 






3.4. ábra: Képalkotó polarimetriával mért színes fénykép, p lineáris polarizációfok és 
α polarizációszög (a szórási síktól az óramutató járásával megegyező irányban 
mérve) a Föld-Hold rendszer L5 Lagrange-pontja környékén a zöld (550 nm) 
hullámhossz-tartományban (A) 2017. augusztus 17-én 23:29:57 UT-kor (a kép 
középpontja: RA = 2 ó 12 p 28.2 mp, DE = 8
o 
3' 52.6”), és (B) 2017. augusztus 19-én 
01:14:15 UT-kor (RA = 3 ó 11 p 23.36 mp, DE = 12
o 
21' 15.38”). Az L5 pontot kék 
köröcske jelzi. Az α-mintázatokon a rövid fehér pálcikák a helyi polarizációirányt 
jelzik, míg a kép középpontján áthaladó hosszú sárga és fehér egyenes a szórási 
síknak, illetve a rá merőleges síknak a képsíkra eső vetületét mutatja. A Kordylewski-
porhold jól kivehető a p-mintázaton (10 % ≤ p ≤ 20 % közötti polarizációfokú, 
feketével jelzett halmazok) és az α-mintázaton is (81
o
 ≤ α ≤ 90
o 
polarizációirány, 
pirossal jelzett halmazok). A vörös (650 nm) és a kék (450 nm) hullámhossz-
tartományban a p- és α-mintázatok teljesen hasonlóak. Az egymásra merőleges fehér 
és sárga egyeneseken kívül a p- és α-mintázatokon látható összes többi egyenes 
műholdak által hagyott nyom. 
 
A 3.5. ábra az L5 pont környezetében mért lineáris polarizációfokot mutatja 2017. 
augusztus 17-én 23:29:57 UT-kor 73
o 
fázisszögnél (3.5A ábra), és 2017. augusztus 
19-én 2017 at 01:14:15-kor 87.3
o 
fázisszögnél (3.5B ábra). A leggyakoribb p*-érték 6 
%, illetve 7 % az előbbi és az utóbbi esetben, míg a p* gyakorisága az előbbi esetben 






3.5. ábra: A Föld-Hold rendszer L5 Lagrange-pontja körüli p (%) lineáris 
polarizációfok normált gyakorisága (adott p-értékű képpontok száma osztva a minta 
összes képpontjának számával) (A) 2017. augusztus 17-én 23:29:57 UT-kor 73
o
 




A 3.6A ábra a zöld (550 nm) hullámhossz-tartományban mért p- és α-mintázatokat 
mutatja ugyanazon az égterületen, mint a 3.4. ábra, csak egy későbbi időpontban, 
2017. október 16-án, amikor az L5 pont nem volt ott. A mintázatokban nem fedezhető 
fel semmilyen különösebb struktúra: a polarizációfok igen alacsony (< 10 %), a 
polarizációirány pedig nagyjából függőleges, és nem merőleges a szórási síkra. 
Mindezek alapján elmondhatjuk, hogy a KPH nincs jelen ezen az égterületen. 
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 A 3.6B ábra a 2017. június 8-án 21:51:30 UT-kor mért p- és α-mintázatokat 
mutatja, amikor vékony cirruszfelhő takarta az L5 pontot és közvetlen környezetét. A 
polarizációfok gyakorlatilag zéró (< 5 %), és a közel függőleges polarizációirány nem 
merőleges a szórási síkra. Ezen optikai jellemzők nem felelnek meg azon 
elvárásoknak, amelyeket az L5 pont környékén összegyűlt poron szóródó fénnyel 
szemben támasztunk. Itt a napfénynek a KPH által okozott halvány fényszórását 
elnyomta az a környezeti fény, amit a cirruszfelhő diffúz fényszórása okozott. 
 A 3.6C ábra a 2017. július 15-én 20:59:58 UT-kor mért p- és α-mintázatokat 
mutatja, amikor egy repülőgép kondenzcsíkja húzódott az L5 pont mellett. A színes 
fényképen látható a lassan szétterülő, fényszóró kondenzcsík eltolódása a kép jobb 
felső sarka felé. A p-mintázaton a folyamatos sodródásnak köszönhetően a 
kondenzcsík három különálló, erősen poláros sávot hagyott. Ez egy tipikus mozgási 
műtermék, ami a mozgó/változó objektumokat mérő szekvenciális képalkotó 
polarimetriára jellemző. A polarizációirány inhomogén eloszlása miatt ugyancsak 
hasonló műtermékcsíkokat láthatunk az α-mintázatokon, amelyeken a kis fehér 
pálcikákkal jelzett helyi szórási irányok nem merőlegesek a szórási síkra. Mindezen 






3.6. ábra: (A) A 3.2. ábrának megfelelő égterület 2017. október 16-án 23:43:17 UT-
kor, amikor az L5 pont nem volt ott, ezért a kék köröcskével jelzett "L5" az L5 pontnak 
a 2017. augusztus 17-én 23:29:57 UT-kor az égen elfoglalt helyét mutatja (lásd: 3.2A 
ábra). (B) 2017. június 8-án 21:51:30 UT-kor végzett mérés eredménye, amikor egy 
vékony cirruszfelhő takarta az L5 pontot tartalmazó égterületet. (C) 2017. július 15-én 
20:59:58 UT-kor végzett mérés, amikor egy repülőgép kondenzcsíkja húzódott az L5 
pont környékén. Az egymásra merőleges sárga és fehér vonalaktól eltekintve a p- és 






3.7. ábra: A Föld-Hold rendszer L5 pontja (fehér pont) körüli KPH részecskéinek 
számítógépes szimulációval kapott, látóirányú térfogatsűrűség-eloszlása. Minél 
sötétebb a szürkeárnyalat, annál nagyobb a részecskesűrűség. A számozott ablakok 
megfelelnek az L5 pont környékén a polarizációs mintázatokat mérő, képalkotó 
polariméterrel fölszerelt távcső látómezejének. 
 
A 3.7. ábra az L5 pont környékén mutatja a részecskék térfogatsűrűségének 
számítógépes szimulációval kapott látóirányú eloszlását, ahol a számozott ablakok 
megfelelnek az L5 pont környékén a polarizációs mintázatokat mérő, képalkotó 






3.8. ábra: Az L5 pont (piros pont) körüli KPH p polarizációfokának mozaik mintázata, 
amit képalkotó polarimetriával 2017. augusztus 19-én mértem a zöld (550 nm) 
hullámhossz-tartományban. Az egyes mérések középideje (UT): (1) 00:03:34, (2) 




3.9. ábra: Mint a 3.8. ábra, csak most az óramutat járásával megegyezően mért α 
polarizációszögre. A rövid fehér pálcikák a helyi polarizációirányt mutatják. Az ábra 
középpontján egymás metsző, egymásra merőleges, hosszú, sárga és fehér egyenes 




A 3.8. és 3.9. ábra az L5 pont körüli KPH 2017. augusztus 19-én képalkotó 
polarimetriával mért p polarizációfokának és α polarizációszögének mozaik 
mintázatát mutatja a zöld (550 nm) hullámhossz-tartományban. Ha összehasonlítjuk a 
szimulációval kapott részecskesűrűséget és a mért polarizációs mintázatokat, jelentős 
hasonlóságot tapasztalunk: mindhárom mintázat több, hosszan elnyúló halmazból áll, 
többrészes sűrűsödéssel, ami mutatja, hogy a KPH egy heterogén szerkezetű 
részecskehalmaz. A szomszédos ablakok polarizációs mintázatait nem sikerült 
pontosan összeilleszteni, mert a szekvenciális polarimetriai mérések időpontjai között 
kis különbségek voltak az ablakonkénti 3 × 180 másodperces expozíciós időnek 
köszönhetően, és a dinamikus porfelhő már ennyi idő alatt is megváltoztatta az 
alakját. 
 
3.4. A polarimetriai eredmények elemzése és értelmezése 
 
Elméletileg a KPH egy kiterjedt, alacsony részecskekoncentrációjú porfelhő a Föld-
Hold rendszer L5 pontja környékén. Habár a Nap-Föld rendszer L2 pontja körül 
összegyűlt állatövi porról az első említést Moulton (1900) tette, Kordylewski (1961) 
volt az első, akinek sikerült lefényképeznie 1961. március 6-án és április 6-án a 
lengyel Kasprowy Wierch hegyről két halvány foltot az L5 pont közelében. Mérése 
idején e foltok szögátmérője körülbelül 6
o 
volt, az L5 ponthoz képest kissé eltolódva. 
Azóta a csillagászok egy része elfogadja, hogy amit Kordylewski észlelt, az valóban 
az L5 pont körül összegyűlt por, azaz nem tagadja a KPH létezését. Azonban mivel 
nagyon nehéz kimutatni a KPH-t a galaktikus fény, a csillagok fénye, az állatövi fény 
és az úgynevezett égboltfény miatt (Roach 1975), sok kutató mind a mai napig 
kétségbe vonja a KPH létét. Kordylewski (1961) úttörő megfigyelése ellenére a 
rendkívül gyenge fénye miatt nagyon nehezen észlelhető KPH létezése mind a mai 
napig vita tárgyát képezi. Egészen mostanáig nem volt meggyőző, megfigyelésből 
adódó bizonyíték, mert a KPH nagyon halvány jelenség, és nagyon nehéz 
megkülönböztetni a kissé még nála is halványabb állatövi fénytől. Ez utóbbi a 
napfény szóródása az állatövi poron. Az antiszoláris pont környékén az állatövi fény 
felerősödik, mivel minden egyes porrészecske teljes fázisban látszik. E jelenség az 
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ellenfény (németül: Gegenschein). Ezért tűnt célszerűnek a KPH-t is akkor 
fényképezni, amikor az az antiszoláris pont környékén van, teljes fázisban. 
 Az utóbbi évtizedekben született néhány egymásnak ellentmondó eredmény a 
KPH megfigyelhetőségéről: Roosen (1966, 1968) nem talált bizonyítékot a KHP 
létezésére sem az L4, sem az L5 pont környékén. Azt javasolta, hogy ha egyáltalán 
létezik a KPH, akkor az nincs összefüggésben a Föld-Hold rendszer librációs 
pontjaival. Wolff és munkatársai (1967) nem találtak 5 % -nál nagyobb többletfényt a 
Föld-Hold rendszer L4 és L5 Lagrange-pontjai környezetében a szomszédos 
égterületekhez képest, annak ellenére, hogy csillagászatilag nagyon kedvező 
körülmények között, repülőgépről fényképeztek. 
 Vanysek (1969) viszont több személy által szabad szemmel történt sikeres 
vizuális megfigyelésről számolt be, amit a NASA 1966-ban szervezett egy 
repülőgépről. A repülőn ülő megfigyelők nagyon halvány fénylést észleltek az L4 és 
L5 pontok környékén nagy fázisszögnél (Vanysek 1969-es cikkében az antiszoláris 
pont fázisszöge 180
o
). Vanysek (1969) azt javasolta, hogy a KPH-t újhold helyzetben 
vagy röviddel utána érdemes keresni, kis fázisszögnél, a porrészecskéken erősen előre 
szóródó napfény miatt. 
 Lehetséges, hogy a KPH egy átmeneti jelenség, mert az L4 és L5 pontok 
instabillá válhatnak a Nap, a napszél és a többi bolygó okozta gravitációs perturbáció 
miatt, mint ahogyan azt sok csillagász föltételezi. A számítógépes szimulációim 
alapján (Slíz-Balogh et al. 2018) a KPH alakja folyamatosan változik, pulzál, forog, 
továbbá a részecskék befogásának valószínűsége véletlenszerű a beeső részecskék 
előre nem látható száma és sebességvektora miatt. Ezért a KPH részecskesűrűsége 
nem állandó. A KPH-nak ezen átmeneti jellegére korábbi fotometriai megfigyelések 
is utaltak (Kordylewski 1961, Roosen 1966, 1968, Wolff et al. 1967, Vanysek 1969). 
 Több számítógépes szimuláció is született a Föld-Hold rendszer L4 és L5 
pontjai stabilitásának vizsgálatára (Slíz et al. 2017, Salnikova et al. 2018, Slíz-Balogh 
et al. 2018). Bruman (1969) megfigyelései szerint holdfogyatkozáskor a KPH 
egyáltalán nem látható. Valdes és Freitas (1983) fotográfiai vizsgálata nem talált 
semmilyen objektumot a Föld-Hold rendszer L4 és L5 pontjai közelében. De ez nem 
volt meggyőző mérés, mivel az L4 és L5 pontok körül a megfigyelhető égi objektumok 
magnitúdóhatára 17-19 magnitúdó, és Valdes és Freitas (1983) fényképezéshez 
használt műszere nem volt elég érzékeny annyira diffúz és halvány halmaz 
észlelésére, mint a KPH. A japán Hiten holdszonda becsapódásérzékelő ionizációs 
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detektorának (a német Munich Dust Counter-nek) az volt a feladata, hogy 
tanulmányozza a Föld és Hold közötti port. E porszámláló átsuhant a Föld-Hold 
rendszer L4 és L5 pontjain, de nem érzékelte a porkoncentráció növekedését a 
környező térséghez képest (Igenbergs et al. 2012). 
 E negatív eredmények után nézzük a pozitív jelentéseket a KPH fotometriai 
megfigyeléséről. A Rutgers OSO-6 Állatövi Fényt Elemző kísérlet adatait elemezve 
Roach (1975) arra a következtetésre jutott, hogy e porfelhők léteznek az L4 és L5 
pontok körül, látszó szögméretük a Földről nézve közel 6
o
, és a librációs pontok körül 
mozognak. A Roztoki Górne-i obszervatóriumban párhuzamos kameraállásokkal 
Winiarski (1989) megállapította, hogy az L5 pontkörüli porfelhő színe különbözik az 
ellenfényétől, amiből arra következtetett, hogy az őket alkotó porrészecskék is 
különbözőek. 
 Számítógépes szimulációim (Slíz-Balogh et al. 2018) alapján a Föld-Hold 
rendszer L4 és L5 pontjai körüli KPH dinamikus szerkezetű, inhomogén, időben 
változó részecskesűrűségű és több részecskesűrűsödésből áll. Mivel e porfelhőt 
közvetlenül megvilágítja a Nap, a részecskékről szóródó halvány napfény mérhető a 
Föld felszínéről a napsugárzásra megfelelően érzékeny detektorokkal. Ilyen úttörő 
fotográfiai dokumentálást először Kordylewski (1961) végzett. Az előbbiekben 
ismertetett sikeres fotometriai mérések szerint (Vanysek 1969, Roach 1975, Winiarski 
1989) a KPH csak kis fázisszögnél (amit a megfigyelő, a Nap és az L4/L5 pont határoz 
meg), vagyis közel "tele-porhold" esetén észlelhető. Ekkor azonban a poron szóródó 
napfény p lineáris polarizációfoka minimális, gyakorlatilag nulla. Mivel a poron 
szóródó napfény p polarizációfoka 90
o 
körüli fázisszögnél maximális, ezért jó eséllyel 
ekkor lehet polarimetriával észlelni a KPH-t. És valóban, képalkotó polarimetriával 
ilyen helyzetben detektáltuk sikeresen a KPH polarizációs jeleit a Föld-Hold rendszer 
L5 pontja környékén (3.4. ábra). 
 Elméletileg a poron szóródó napfény részlegesen lineárisan polárossá válik a 
szórási síkra merőleges rezgéssíkkal (Können 1985, Coulson 1988, Collett 1994). És 
valóban, meg is találtuk ezt az előre várt polarizációs jellemzőt a képalkotó 
polarimetriával mért polarizációszög-mintázatokon (3.4. és 3.9. ábra). Ez az egyik 
legerősebb bizonyíték arra, hogy amit mértünk, az valóban a Föld légkörén kívüli 
objektum (KPH vagy állatövi por) által szórt napfény, nem pedig földi eredetű vagy a 
Föld légköréből eredő jelenség. Az állatövi fény lehetőségét pedig kizárta azon 
polarizációs mérésünk, amikor az L5 pont nem volt a vizsgált égi ablakban. További 
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megerősítő bizonyíték arra, hogy tényleg a KPH-t észleltük, az a p- és α-mintázatokon 
észlelt többszörös sűrűsödési góc, amit a számítgépes szimulációim is sugalltak (Slíz-
Balogh et al. 2018). 
 Az elmélet szerint minél közelebb van a szórási szög a 90
o
-hoz, annál nagyobb 
a szórt fény p polarizációfoka. És valóban, azt találtuk, hogy a 2017. augusztus 19-én 
01:14:15 UT-kor észlelt, 87.3
o
 fázisszögű KPH p-értékei magasabbak, mint a 2017. 
augusztus 17-én 23:29:57 UT-kor megfigyelt, 73
o 
fázisszögűé (3.3A, 3.3B, 3.4A, 3.4 
B, 3.5. ábra). Ez további meggyőző bizonyítéka annak, hogy a KPH polarizációját 
észleltük és nem valami egyéb jelenséget. 
 Azért, hogy kizárjuk annak lehetőségét, hogy a polarizációérzékeny 
teleszkópunkkal optikai műterméket mértünk, és nem a KPH-t, ellenőrző méréseket is 
végeztünk. A következő három fajta műtermék képzelhető el: 
 
 A teleszkóp belsejében a közvetlen optikai környezetből, egyes mechanikai 
és/vagy optikai elemről visszaverődő, nemkívánatos fény, vagy az igen 
gyengén poláros állatövi fény, amelyek a mért polarizációs mintázatokban a 
KPH-nak tulajdonított optikai nyomként értelmezhetők. Ezen eshetőséget 
kizártuk a 2017. október 16-án 23:43:17 UT-kor végrehajtott ellenőrző 
mérésünkkel, amikor az L5 pont nem volt a vizsgált égterületen, és a KPH 
tipikus, elméletileg előre jelzett jellemzőit nem tapasztaltuk (3.6A ábra). 
 A vizsgált égterületet vékony felhő borítja, és ennek mértem a polarizációs 
jellemzőit, azt gondolván, hogy azok a KPH-éi. Ezt az eshetőséget kizárja a 
2017. június 8-án 21:51:30 UT-kor végzett ellenőrző mérés, amikor 
fátyol(cirrusz)felhő borította az L5 pontot is tartalmazó vizsgált égterületet 
(3.6B ábra). Mivel a cirrusz- és más felhők polarizációs jellemzői teljesen 
különböznek attól, amit a KPH-tól vártunk, az előbbieket könnyen meg lehet 
különböztetni az utóbbiaktól. 
 Egy repülőgép kondenzcsíkja került a teleszkóp látómezejébe. Ezt a 2017. 
július 15-én 20:59:58 UT-kor végzett ellenőrző mérésünkkel zártuk ki, amikor 
az L5 pontot tartalmazó égterületen egy kondenzcsík húzódott át (3.6C ábra.) 
A szél miatt sodródó kondenzcsíkból származó mozgási műtermék is könnyen 




Ha a polarimetriával megfigyelt KPH az ekliptikán a háttérben húzódó állatövi poron 
szóródó napfény része lenne (amit állatövi fénynek nevezünk), akkor a 3.6A ábrán 
látható p- és α-mintázat a 3.4. ábrán láthatóhoz lenne hasonló. Mivel nem így van, ez 
is azt bizonyítja, hogy a tapasztalt jelenség nem az ekliptika háttérporán történt szórás 
eredménye. 
 Az a kérdés is fölmerülhet, hogy a KPH térfogati részecskekoncentrációja elég 
nagy-e ahhoz, hogy észlelni lehessen a Földről. Az L5 Lagrange-pont anyagbefogó-
képessége miatt a KPH részecskesűrűségének nagyobbnak kell lennie, mint a 
körülötte lévő állatövi poré. Ha ez utóbbit fotometriai úton észlelték földi 
távcsövekkel, akkor az előbbi is detektálható optikailag (fotometriával és/vagy 
polarimetriával). Az állatövi por létezésére az első bizonyítékot az IRAS infravörös 
műhold szolgáltatta, míg az első földről történt fotometriai megfigyelést 1997-ben 
hajtották végre Ishiguro és munkatársai (1999). Öt nagyon halvány állatövi sávot 
észleltek, és hangsúlyozták, hogy az állatövi fény hűtött CCD kamera segítségével 
történő földi bázisú megfigyelése lehetővé tette nekik, hogy tanulmányozzák e sávok 
struktúráját és időbeli változását. 
 Minden földi megfigyelési rendszernek szembesülnie kell az ember által 
létrehozott fényforrások okozta fényszennyezéssel. E mesterséges fények többé-
kevésbé megváltoztatják az égboltfény lineáris polarizációfokát a légköri aeroszolnak 
köszönhetően (Kyba et al. 2011). Shkuratov és munkatársai (2007), Kocifaj (2008), 
valamint Kocifaj és munkatársai (2008) vizsgálták ezen aeroszolrészecskék optikai 
tulajdonságait és hatásukat a fénypolarizációra. Shkuratov és munkatársai (2007) 
különböző felületeken és aeroszolrészecskéken laboratóriumban végzett foto- és 
polarimetriai méréseik kimutatták a fény durva felületeken és aeroszolon történő 
többszörös szórása által gerjesztett úgynevezett negatív polarizációját. Kocifaj és 
munkatársai (2008) megvizsgálták és összehasonlították a gömb alakú, azonos sugarú 
és Gauss-eloszlású sugárral rendelkező részecskéken szóródó fény lineáris 
polarizációját. Kocifaj (2008) fényszennyezési szimulációkat végzett, és arra a 
következtetésre jutott, hogy felhős égbolt esetén a földi eredetű fényforrások szerepe a 
fényszennyezésben jelentősen megnő. 













 É) távol van minden nagyobb településtől, és csak néhány kisebb 
pontforrás (utcai lámpa) létezik, amelyek az összes mérés során ugyanúgy voltak 
jelen, beleértve az L5 pont jelenléte nélküli kontrollméréseket is. Továbbá, méréseink 
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során az ég teljesen derült, felhőmentes volt. Ezért a légköri aeroszol által keltett 
fényszennyezés hatása a mért polarizációs mintázatokra elhanyagolhatónak 
tekinthető. 
 Az égboltfény polarizációiránya merőleges a megfigyelő (polariméter), a 
megfigyelt égi pont és a földi eredetű fényszennyező forrás (például városi fények) 
által kifeszített síkra. Ez az irány egészen más, mint a KPH mért polarizációs iránya, 
ami merőleges a szórási síkra (a sárgával jelzett vonal a 3.4. ábrán), amit a megfigyelő 
(polariméter), a Nap és az L5 pont határoz meg. A mérési helyünkön tapasztalt 
csekély fényszennyezésnek köszönhetően az égboltfény minden kétséget kizáróan 
nem adott semmi többletet a mért polarizációs mintázathoz. A horizont közelében 
lehetséges, hogy volt némi égboltfény, de a képalkotó polarimetriai méréseim égi 
célterülete jóval a horizont fölött volt, így az égboltfény hatása elhanyagolható volt. 
 Közismert, hogy ha többszörösen szóródik a fény, akkor csökken a p 
polarizációfoka (Gehrels 1974, Coulson 1988, Horváth és Varjú 2004, Horváth 2014). 
A légköri turbulencia, vagyis az aeroszolkoncentráció tér- és időbeli változása a 
többszörös szórás tér- és időbeli változását, és ezzel együtt a p-értékek változását 
okozhatja. Jóllehet egy kismértékű légköri turbulencia az én méréseimkor is 
előfordulhatott, ezért a KPH polarizációs mintázatai létezésének, és a kontrollmérés 
során a nemlétezésének (amikor az L5 pont nem volt a képalkotó polarimetriát végző 
távcső látómezejében) kimutatására három olyan éjszakát választottam (2017. 
augusztus 17. 23:29:57 UT: 3.4A ábra, 2017. augusztus 19. 01:14:15 UT: 3.4B ábra, 
2017.október 16. 23:43:17 UT: 3.6A ábra), amikor nem volt szemmel látható légköri 
turbulencia. Az ilyenfajta légköri turbulenciák derült ég esetén nagyon kicsi (< 5 %) 
változást okoznak csak a p polarizációfokban (Horváth és Varjú 2004, Horváth 2014). 
A 3.4. és 3.5. ábrákon látható, általam mért p-értékek 20 % körüliek. Ilyen nagy 
változást a p értékeiben derült ég esetén nem okozhat a légköri turbulencia. 
Következésképpen, a 3.4. ábrán látható KPH és a 3.6A ábrán (kontroll) látható 
polarizációs mintázatok közti lényeges különbségeket nem lehet a légköri 
turbulenciával magyarázni. 
 A fönti érvekből levonhatjuk azt a következtetést, hogy képalkotó 
polarimetriával elsőként sikerült megfigyelnünk és regisztrálnunk a Kordylewski-
porholdat a Föld-Hold rendszer L5 Lagrange-pontja körül. E porholdat a 3.10 és 3.11. 
ábrák fantáziaképei is segítik elképzelni. Mindezzel megerősítettük a KPH létezését, 
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amit Kordylewski (1961) észlelt elsőként fotometriával. Ezzel rehabilitáltuk 




3.10. ábra: (A) Így nézett volna ki a csillagos ég a Föld-Hold rendszer L5 Lagrange-
pontja környékén, ha a 2017. augusztus 19-én éjjel 1 óra 14 perckor megfigyelt és 
számítógéppel modellezett Kordylewski-porhold szabad szemmel is észlelhető lett 







3.11. ábra: A csillagos ég fantáziaképe a Föld-Hold rendszer L5 Lagrange-pontja 
környékén lévő Kordylewski-porholddal, a Földdel, a Holddal és a Nappal. 
 
A természeti jelenségek polarizációs jellemzőinek ismerete sok új, értékes 
információval szolgálhat. Bár a KPH kimutatható csak fényintenzitásra érzékeny, 
fotometriai műszerekkel is, sokkal könnyebben és hatékonyabban észlelhető és 
tanulmányozható polarizációra érzékeny távcsövekkel, mint amilyen az enyém is.  
 A jövőben érdemes számítógépes modellezéssel és képalkotó polarimetriával 
megvizsgálni a Föld-Hold rendszer L4 pontjának környékét is az ottani esetleges 
porhold észlelése érdekében. Ez is szerepel a további terveimben. Érdekes lehet 
összehasonlítani az L4 és L5 pontok körül (esetleg) kialakult porholdak jellemzőit. 
Mások számára is adott a lehetőség: föl kell szerelni képalkotó polariméterrel egy 
nagyobb látószögű távcsövet. Megfelelő polariméterrel meg lehet mérni a porholdon 
szóródó napfény cirkuláris polarizációját is (ha van ilyen). 
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 A KPH létezése sugallja azt a kihívást, hogy egy megfelelő űrmisszió mintát 
vegyen a Föld-Hold rendszer L4 és L5 pontja környékéről. E porfelhők vizsgálata 






A káoszkontrollhoz szükséges erő nagyságának becslése 
 
Az 1.11. ábra bal és jobb oldali oszlopait összehasonlítva megállapíthatjuk, hogy a 
KP-t el kell tolni egy kicsiny Δr mértékben a KFT egy olyan területére az x-y síkban, 
ahol összefüggő tartomány található. Hangsúlyozom, hogy kicsi, de viszonylag 
hosszú ideig tartó tolóerőt alkalmazok e kontrollhoz, aminek következtében a 
kontrollbeavatkozást követő KFT szerkezete jellegében nem változik, de függ az 
alkalmazott tolóerőtől. Ezért szükség van egy kezdeti becslésre a beavatkozás 
nagyságrendjére vonatkozóan. Ehhez egy egyszerű, a kéttest-probléma 
















és Δr = rnrn+1∕(rn + rn+1)       (F1) 
 
mennyiségeket az n-dik és az (n + 1)-dik KFT-ből kapjuk, m és M a próbatest és a 
Hold tömege, G a gravitációs állandó. Az n + 1 index a KFT-n a KP kontroll végét 
jelentő Poincaré-metszet hely- és sebességkoordinátáit jelzi, míg az n index az előző 
KFT-re vonatkozik, ahol a kontrollt kezdtük. Az (F1) egyenlet adja meg a kontrollhoz 
szükséges erő nagyságrendjét, amire n = 10 esetén az 1.10f (n-dik KFT) és 1.11a ((n 
+ 1)-dik KFT) ábrákon látható esetben körpályán keringő 1 kg-os próbatestre F = 
         N-t kaptam. A kontroll energiaigénye 2 rF, ahol r a Hold Földtől mért 
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Doktori értekezésem 1. fejezetében egy kétdimenziós modellt alkalmazva, a Föld-
Hold rendszer trianguláris Lagrange-pontjai környezetében vizsgáltam az 
odahelyezett részecskék szökésének dinamikáját. Azt tapasztaltam, hogy a részecskék 
mozgása e tartományban szabálytalan, átmeneti (tranziens) káosz jelleget mutat. E 
síkbeli négytest-modellben (Nap, Föld, Hold, részecske) meghatároztam a részecskék 
szökési rátáját és átlagos benntartózkodási idejét, majd a modellt integrálva, 
részletesen föltérképeztem a Nap-Föld-Hold rendszerben mozgó részecskék fázisterét. 
A részecskék véges idejű (átmeneti) kaotikus viselkedésének léte azt sugallta, hogy a 
dinamikus rendszerek elméletében széles körben alkalmazott módszereket 
alkalmazva, lehetséges űrmissziókat tervezni. Létező káoszkontroll módszereket 
módosítottam abból a célból, hogy megakadályozzam a részecskék elszökését egy 
kijelölt tartományból. Meghatároztam a részecskék kiindulási koordinátáit tartalmazó 
kezdeti feltétel térképeket (KFT), hogy numerikus módszerrel le tudjam írni a 
sokdimenziós fázistérben történő részecskemozgást. Az eredmények azt mutatták, 
hogy a KFT-k egymástól jól elkülöníthető két tartományra oszthatók: (1) Az egyik 
tartomány jól körülhatárolható, éles kontúrokkal rendelkezik. Ez felelős a hosszú 
ideig bennmaradó részecskepályákért, amelyek stabil szigeteket alkotnak. (2) A 
fraktálszerkezetű másik tartomány felelős a részecskék rövid távú benntartózkodásért. 
Olyan alacsony költségekkel járó, ionhajtóművel megvalósítható eljárást kerestem, 
amellyel egy kiválasztott, kontrollálni kívánt pályát a fönti két tartomány között lehet 
mozgatni az űrrakéta egy megfelelően kiválasztott kontroll-hajtóerejével. A Földről a 
Holdra történő űrutazás példáján keresztül bemutattam e módszer egy szintén 
gazdaságos, másik alkalmazását is. 
 1961-ben Kazimierz Kordylewski lengyel csillagász két igen halványan fénylő 
foltot talált a Föld-Hold rendszer L5 Lagrange-pontja környékén, ami az ott összegyűlt 
bolygóközi részecskékre (porra) utalhatott. Azóta e képződményt Kordylewski-
porholdnak (KPH) nevezik. Azonban sok csillagász azt hiszi, hogy e porhold nem 
létezik, mert a Nap, a napszél és a többi bolygó okozta (főleg gravitációs és kis 
mértékben sugárnyomásos) perturbáció elrontja a Föld-Hold rendszer L4 és L5 
Lagrange-pontjainak stabilitását. Mind a mai napig nagyon kevés számítógépes 
szimuláció vizsgálta a KPH kialakulását és jellemzőit. E hiányt pótlandó, értekezésem 
2. fejezetében megvizsgáltam a Napból, a Földből, a Holdból és 1 860 000 
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részecskéből álló térbeli négytest-problémát, a részecskéket egyenként indítva. 
Föltérképeztem az L5 pont környezetében 3650 napig bennmaradó részecskék által 
meghatározott tartomány méretét és alakját. 
 Értekezésem 3. fejezetében a saját földi távcsövemre szerelt képalkotó 
polariméterrel új bizonyítékot szolgáltattam a Föld-Hold rendszer L5 Lagrange-pontja 
környékén a KPH létezésére. Kizárva a távcső belső alkatrészei, (fátyol)felhők, 
repülőgépek kondenzcsíkja vagy az állatövi fény által keltett polarizációs műtermékek 
lehetőségét, egyetlen magyarázat maradt csak a kapott eredményekre: az L5 pont 
környékén összegyűlt bolygóközi részecskék halmazán (porfelhőjén) szóródó napfény 
polarizációs jeleit észleltem a képalkotó polariméteres távcsövemmel. Úgy gondolom, 
hogy a KPH polarimetriával történt észlelése alkalmat szolgáltat arra, hogy 
újraértékeljük Kordylewski úttörtő fotometriai észleléseit. A polarimetriai 
bizonyítékokat megerősítik az értekezésem 2. fejezetében bemutatott, a Föld-Hold 
rendszer L5 pontja körül összegyűlt részecskehalmaz kialakulásának számítógépes 






In the first chapter of my Ph.D. Thesis, I have investigated the escape dynamics of 
particles placed in the vicinity of the triangular Lagrange points L4 and L5 of the 
Earth-Moon system in a two-dimensional celestial mechanical model. I found that the 
motion of particles in this region is irregular for a while, exhibiting transient chaos. I 
have determined the escape rate and the average lifetime of particles in the two-
dimensional four-body (Sun, Earth, Moon, particle) problem. Integrating this model, I 
mapped in detail the phase space of particles moving in the Sun-Earth-Moon system. 
The appearance of the transient chaotic behaviour of the investigated particles 
suggested that applying widely used methods of dynamical system theory, it is 
possible to design fuel-saving space missions differing from the traditional ones. I 
have modified and combined two well-known chaos control methods to prevent the 
escape of particles from an appointed space range. I introduced the initial condition 
map (ICM) containing the initial coordinates of non-escaping particles in order to 
have a suitable numerical method to describe the particle motion in high-dimensional 
phase space. My results showed that the ICMs can be split into two well-defined 
domains: (1) One of them has a regular continuous structure forming a stable island. It 
is responsible for particles with trajectories remaining in the system for a long time. 
(2) The other domain has a filamentary fractal structure. It is responsible for particles 
with trajectories remaining in the system only for a short time. I focused on a low-cost 
space traveling method, which is realizable with ion propulsion and successfully 
transfers a reference trajectory between these two domains, using an appropriate 
control force. On the example of a space travel between the Earth and the Moon, I 
also presented a novel, economical application of this energy-saving method. 
 In 1961, Kazimierz Kordylewski Polish astronomer observed two faint patches 
near the L5 Lagrange point of the Earth-Moon system with photometry. They may 
refer to an accumulation of interplanetary particles (dust) which scatter the sunlight. 
Since that time, this celestial formation is called the Kordylewski dust cloud (KDC). 
However, many astronomers believe that this dust cloud cannot exist, because the 
perturbation (mainly caused by the gravity and a little bit by the radiation pressure) of 
the Sun, solar wind and other planets may disrupt the stability of the L4 and L5 
Lagrange points of the Earth-Moon system. Until now, only a few computer 
simulations studied the formation and characteristics of the KDC. To fill this gap, in 
96 
 
the second chapter of my Thesis, I investigated the three-dimensional four-body 
problem consisting of the Sun, Earth, Moon, and 1 860 000 particles, separately. I 
mapped the size and shape of the cloud of particles not escaped from the vicinity of 
the L5 point for 3650 days. 
 In the third chapter of my Thesis, I presented new observational evidence for 
the existence of the KDC around the L5 point of the Earth-Moon system with the use 
of an imaging polarimeter mounted on my telescope. Excluding the possible 
polarization artifacts induced by the telescope, cirrus clouds, condensation trails of 
airplanes, or the zodiacal light, the only explanation remained that I have detected the 
polarization signals of sunlight scattered on the particles of the Kordylewski dust 
cloud around the L5 point. By the polarimetric detection of the KDC, I think that it is 
appropriate to reconsider the pioneering photometric observation of Kazimierz 
Kordylewski. The polarimetric evidence of the existence of the KDC is also supported 
by the results of my computer simulations studying the formation of a particle cluster 
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